The Big Picture

RADO VAN SVARC

ABSTRAKT. V pfispévku prozkouméme konfiguraci uréenou tétivovym ctyfuhelni-
kem zvanou The Big Picture.

Zacneme nékolika zakladnimi definicemi, amluvami a tvrzenimi.
Umluva. Kruznici opsanou trojihelniku XY Z budeme znadit jako (XY Z).

Véta. (Miquelova) Pokud v trojuhelniku ABC zvolime body X ,Y, Z na pfimkach
BC, CA a AB, pak se kruznice (YAZ), (ZBX) a (XCY) protinaji v jednom bodé.

Tvrzeni. Necht {1, {5, {3 a {4 jsou étyfi primky, z nichZ Z4dné dvé nejsou rovno-
bézné. Necht Ciji, je kruznice opsand trojihelniku uréenému pfimkami ¢;, £; a €y
(fikdme jim Miquelovy kruZnice). Pak se Cla3, Caszs, C341 a Cy12 protinaji v jednom
bodé (zvaném Miqueliv).

Tvrzeni. Necht A, B, C a D jsou ¢tyii body v roviné, které nelezi na jedné pfimce.
Piimky AB a CD se protinaji v bodé Q a piimky DA a C'B se protinaji v bodé R.
Pak Miqueliv bod uréeny pfimkami AB, BC, CD a DA lezi na piimce QR pravé
tehdy, kdyz A, B, C a D lezi na jedné kruznici.

Umluva. Déle budeme Vobrdzkem myslet nasledujici konfiguraci:

Na kruznici se stfedem O lezi ¢tyii ruzné body A, B, C' a D. Pfimky AC a BD se
protinaji v P, pfimky AB a CD se protinaji v ) a pfimky AD a BC se protinaji
v R. Dale M je Miqueliv bod uréeny pfimkami AB, BC, CD a DA.

Vobrazku se téz nékdy rika The Big Picture. Pozor, neplést se stejnojmennou
konfiguraci pro trojuhelnik propojujici pripsisté a Feuerbachovu kruznici. AZ na
sdilené jméno nemaji pranic spolec¢ného. Protoze se ovsem pod timto nazvem obvykle
mysli ,ta druha“, budeme v prispévku i na pfednasce pouzivat termin Vobrazek.
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Poznamka. Ve Vobrazku plati, ze M lezi na QR.

Lemma. Necht W, X,Y a Z jsou ¢tyfi body v roviné. Predpokladejme, ze W #+ X
aY # Z. Pak ptimky WX a Y Z jsou kolmé pravé tehdy, kdyz (WY |? + | X Z|? =
WZ]2+|XY|?.

Tvrzeni. Ve Vobrazku plati OM | QR.

Tvrzeni. Ve Vobrazku prochazi kruznice (AOC) a (BOC) bodem M.
Dusledek. Ve Vobrazku je primka MO osou uhli AMC a BMD.
Tvrzeni. Ve Vobrazku lezi body O, P a M na jedné piimce.

Spiralizace
Na zacatek tohoto oddilu si zopakujme par zakladnich tvrzeni o spiralni podobnosti.

Tvrzeni. Necht W, X, Y a Z jsou ¢tyii body v roviné takové, ze se WY a XZ
protinaji v bodé P. Bud @ prisecik kruznic (WXP) a (PYZ). Pak Q je stied
spiralni podobnosti prenasejici W naY a X na Z.

Tvrzeni. (,,Spiradlni podobnost chodi po dvou“) Pokud Q je stied spirdlni po-
dobnosti prenasejici W na Y a X na Z, pak je to také stied spiralni podobnosti
prenasejici W na X aY na Z.

Nyni ziskdvame zcela novy pohled na Vobrazek:

Poznamka. Ve Vobrazku je M stied spirdlni podobnosti pfenasejici A na B a D
na C. Stejné tak se jedné o stied spiralni podobnosti pfenasejici A na D a B na C.

S timto pozorovanim si novym zpusobem ukazeme jiz dokdzané tvrzeni.

Tvrzeni. Ve Vobrazku plati OM 1 QR.
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Polarizace
V tuto chvili si zavedeme nékolik zakladnich pojmi vézajicich se k polaram.

Definice. Kruhovd inverze je geometrické zobrazeni urcéené kruznici k se stredem
O a polomérem r, které bodu A rtiznému od O pfifadi bod A’ na polopiimce OA
takovy, ze |OA| - |OA'| = r%.
Tvrzeni. Uvazme kruhovou inverzi uréenou kruznici k se stiedem I. Pak

(i) obrazem piimky prochazejici bodem I je ona sama,

) obrazem pfimky neprochézejici bodem I je kruznice prochézejici bodem I,
(iii) obrazem kruznice prochézejici bodem I je pfimka neprochézejici bodem I,
(iv) obrazem kruznice neprochdzejici bodem I je kruznice neprochdzejici bo-
dem I.

Definice. Nechf k je kruznice se stfedem O. Pokud mame bod P # O a piimku /¢
kolmou na OP a prochazejici inverzem k P vzhledem ke k, pak fikdme, ze P je pdl
primky ¢ a primka /¢ je poldra bodu P.

Tvrzeni. Pokud X je pdl polary ¢1 a'Y je pol polary {5, pak X lezi na fo pravé
tehdy, kdyz Y lezi na /;.

Dusledek. T¥i poly lezi na piimce praveé tehdy, kdyz jejich polary prochazi jednim
bodem.

Definice. Necht k je kruznice a XY Z trojthelnik. Rekneme, Ze vzhledem ke k je
XY Z selfpolar (nékdy taktéz prezdivany tripoldrni, ale to je méné zazity nézev),
pokud X jepdl YZ, Y je pdl ZX a Z je pdl XY.

vvvvvv

vlastnost Vobrazku.
Tvrzeni. Ve Vobréazku je trojihelnik PQR tripolarni.
Dusledek. Ve Vobrazku je O kolmisté trojihelniku PQR.

Shrnuti
Shriime si vSe dulezité, co jsme zjistili, do jedné véty.

Véta. (Velkd Véta Vo Vobrazku) Necht na kruznici se stiedem O lezi ¢tyfi riizné
body A, B, C a D. Pfimky AC a BD se protinaji v P, pfimky AB a C D se protinaji
v Q a piimky AD a BC se protinaji v R. Déle necht pfimka OP proting piimku
QR v bodé M. Potom plati:
(1) Kruznice (QAD), (QBC), (RAB), (RDC), (AOC) a (BOD) prochézeji bo-
dem M. Tedy M je Miquelovym bodem piimek AB, BC, CD a DA.
(2) Bod M je stied spirdlni podobnosti, kterd pienasi A na B a D na C. Zaroven
se jedna o stied spiralni podobnosti, ktera prenasi A na D a B na C.
(3) Plati OM L QR.
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(4) Bod M je inverzem bodu P vzhledem ke kruznici (ABCD).
(5) Trojihelnik PQR je tripoldrni vzhledem k této kruznici.

Cviceni

Priklad 1. KruZnice se stfedem O prochdzi vrcholy A a C trojuhelniku ABC' a
protind tisecky AB a BC znovu v bodech K a N. Kruznice (ABC) a (KBN) se
protinaji v bodech B a M. Dokazte, ze OM L M B. (IMO 1985)

Priklad 2. Konvexni ¢tyfuhelnik ABCD je vepsan do kruznice w se stfedem O.
Jeho diagondly AC' a BD se protinaji v bodé P. Kruznice (APB) a (CPD) se
protinaji v bodech P a ). Pfedpokladejme, ze body O, P a @ jsou ruzné. Dokazte,
ze OQ L QP. (Cina 1992)

Priklad 3. KruZnice w; a wsy se protinaji v bodech O a M. KruZnice w se stfedem
v O protind zbylé dvé kruznice ve ¢tyfech riznych bodech A, B, C' a D takovych, ze
ABCD je konvexni ¢tyfuhelnik. Primky AB a C'D se protinaji v bodé N; a piimky
AD a BC v bodé Ns. Ukazte, ze OM 1 NiN>.

Priklad 4. Uvazujme pulkruznici w nad primérem AB se stiedem O. Pfimka /¢
protind pfimku AB v bodé M a ptlkruznici w v bodech C, D tak, ze |[MA| > |M B|
a |MD| > |[MC|. Kruznice (AOD) a (BOC) se protinaji v bodé K. Ukazte, ze K lezi
na kruznici nad primérem MO. (Rusko 1995, Rumunsko TST 1996, fran 1997)

Priklad 5.

(1) Necht A, B, C a D jsou ¢tyfi body v roviné. Piimky AC' a BD se protinaji
v P, pfimky AB a CD v @ a pfimky AD a BC v R. Pfimka skrz P rov-
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nobézna s QR protind pfimky AB a CD v bodech X a Y. Ukazte, Ze P je
stfedem tsecky XY

(2) (Butterfly Theorem) Bud w kruznice s tétivou EF. Ozna¢me si stied EF
jako P. Necht skrz P prochdzi dalsi dvé tétivy AC' a BD. Necht AB a CD
protinaji FF v bodech X a Y. Ukaite, ze |[EX| = |Y F].

Priklad 6. Necht ABCD je tétivovy étyfuhelnik se stfedem O. P¥imky AB a CD
se protinaji v bodé @Q. Bud ¢ kolmice na OQ skrz Q. P¥imky BD a AC protinaji ¢
v bodech X a Y. Ukazte, ze | XQ| = |QY|.

Priklad 7. Bud ABC trojuhelnik s kruznici opsanou w. Teény k w v bodech B a
C se protinaji s bodé T. Necht S je bod na polopiimce BC takovy, ze AS 1 AT.
Body Bj a (4 lezi na polopiimce ST tak, ze |B1T| = |BT| = |C1T)| tak, ze C; lezi
na usecce B1S. Dokazte, ze trojihelniky ABC a AB1C] si jsou podobné.

(USA TST 2007)

Pfiklad 8. Necht ABC je trojihelnik s vepsistém I. Oznacme si stfedy stran AB a
AC jako M a N.Body D a E lezi na strandch AB a AC tak, ze |DB| = |BC| = |CE|.
Piimka {1, resp. £2, je kolmice spusténa z bodu D, resp. E, na ptimku I M, resp.
IN. Prusecik ¢; a £ oznacme jako P. Ukaite, ze plati AP | BC.

Priklad 9. Bud ABCD konvexni ¢tyftuhelnik, jehoz strany BC' a AD jsou riizno-
bézné a stejné dlouhé. Body E a F lezi na stranach BC a AD tak, ze |BE| = |DF|.
Piimky AC a BD se protinaji v bodé P, piimky BD a EF se protinaji v bodé @ a
pfimky FF a AC se protinaji v bodé R. Uvazujme v8echny kruZnice (PQR), kdyz
se body E a F hybou po prislusnych stranach. Ukazte, Ze vSechny tyto kruznice
maji spoleény bod rtizny od P. (IMO 2005)

Pfiklad 10. Necht ABCD je tecnovy ¢étyfuhelnik, jehoz kruznice vepsané se do-
tyka stran AB, BC, CD a DA v bodech E, F', G a H.

(1) Ukazte, ze pfimky AC, EF a GH prochézeji jednim bodem.
(2) Ukazte, ze pfimky AC, BD, EG a F'H prochézeji jednim bodem.

Priklad 11. Necht ABCD je tétivovy ¢tyfahelnik. Piimky AB a DC se protinaji
v bodé @ a pfimky AD a BC v bodé R. Te¢ny z bodu R se dotykaji dané kruznice
v bodech X a Y. Ukazte, ze Q, X a Y lezi na jedné pfimce. (Cina 1997)

Priklad 12. Necht ABCD je tétivovy Gtyfuhelnik se stfedem O. Pi¥imky AB a
CD se protinaji v bodé E, piimky AD a BC v bodé F' a ptimky AC a BD v bodé
P. Déle se pfimky EP a AD protinaji v K. Bud M kolmé projekce bodu O na AD.
Dokazte, ze BCMK je tétivovy ¢tyithelnik.

Priklad 13. Body A;, By a C; leZi na strandch BC, CA a AB trojtihelnika ABC.
Kruznice (B1ACY), (C1BA;), (A1CBy) protinaji (ABC) podruhé v bodech Az, Bo
a Cy. Obrazy bodu A;, B; a C; podle stiedu stran BC, CA a AB oznacme jako
As, B3 a C3. Ukazte, Ze trojuhelniky AsB>Cs a A3B3C3 jsou si podobné.
(IMO SL 2006)
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Priklad 14. Eulertav bod tétivového ¢étyfuhelniku
(1) Bud ABCD tétivovy étyfuhelnik. Necht Ha, Hp, He a Hp jsou kolmisté

trojuhelnikt BCD, CDA, DAB a ABC. Ukazte, ze HyHgpHcHp je jen
obrazem ABCD podle néjakého bodu E (tento bod nazgvame Eulerdv bod
Gtyithelniku ABCD).

) Ukazte, ze E lezi na Feuerbachové kruznici trojihelniku ABC.

) Ukazte, ze E lezi na Simsonové pfimce trojihelniku ABC' a bodu D.

) Ukazte, ze E je Eulertv bod ¢étyfuhelniku HyHgHcoHp.

)

2
3
4
5) Ukazte, ze E lezi na kolmici ze stfedu AB na pfimku CD.

(
(
(
(
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