Té&tivové Ctyrahelniky

HonzA KADLEC

ABSTRAKT. Jednoduché a zdkladni prednaska o tétivovych ¢tyfahelnicich. Hlavni
duraz je kladen na pocitani tthla a hledani tétivovych ¢tyfahelnikt. Prispévek obsahuje
znéni vét o obvodovych, stfedovych a tsekovych tihlech a nékolik tloh, véetné mnoha
uloh olympiddnich.

Zakladni pojmy

Véta. (o obvodovych a stfedovych tihlech) Méjme kruznici se stiedem S, jeji tétivu
AB a libovolny bod M na vétsim oblouku AB. Uhel ASB nazyvame stiedoviym a
tthel AM B obvodovgm k piislusné tétivé AB. Plati, ze |<ASB| = 2|<AMB].

Véta. (o tsekovych dhlech) Méjme kruznici a na ni tétivu AB. Vedme piimku ¢,
ktera se dotyka kruznice v bodé A. Odchylku AB od t nazveme usekovym uhlem
k tétive AB. Usekovy tihel ma stejnou velikost jako p¥islusny obvodovy tihel.

Definice. Ctyfthelnik je tétivovy, kdyz mu lze opsat kruznici.

K dtikazu tétivovosti ¢tytithelnika ndm mohou pomoci dvé jeho zakladni vlastnosti
(plynouci trividlné z véty o obvodovém a stiedovém thlu). Ctyfthelnik je tétivovy
pravé tehdy, kdyz je splnéna jedna z podminek:

(i) soucet protéjsich uhlu je 180°,
(ii) jedna z jeho stran je vidét ze zbylych vrchold pod stejnym thlem.
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Lehké priklady

Priklad 1. M¢jme trojuhelnik ABC. Osa thlu BC'A protind kruznici opsanou
AABC v bodé S # C. Dokaizte, ze S je stied oblouku AB (ktery neobsahuje bod
).

Priklad 2. Méjme trojuhelnik ABC' s prusecikem vysek H. Dokazte, ze obrazy H
v osovych soumérnostech podle stran AABC lezi na kruznici opsané ABC.

Priklad 3. Oznaéme D, E a F paty vySek ostrouhlého trojuhelnika ABC. Do-
kazte, ze vysky AABC jsou osami uhla ADFEF.

Priklad 4. Necht M je libovolny vnitini bod pfepony AB pravouhlého trojthel-

nika ABC. Ozna¢me S, S; a Sy stiedy kruZnic opsanych postupné trojuhelnikiim

ABC, AMC a BMC. Dokazte, ze body M, C, Sy, Sz a S lezi na jedné kruznici.
(MO 56-A-1I-3a)

Priklad 5. Rovnostrannému trojihelniku K LM opiSeme kruznici. Na krat$im ob-
louku KL této kruZnice si zvolime bod @. Pak z bodu M spustime kolmice na
primky QK a QL a jejich paty ozna¢ime E a F. Ukazte, ze trojihelnik M EF je
rovnostranny. (MKS 28-2-3)

Dalsi priklady

Piiklad 6. (Simsonova pfimka) Je dén trojihelnik ABC a bod D na jeho kruznici
opsané. Z bodu D spustime kolmice na strany BC, CA, AB a jejich paty oznac¢ime
P, Q, R. Dokazte, ze P, @, R lezi v pfimce.

Priklad 7. Na kratsim oblouku AB kruznice opsané ¢tverci ABCD je bod P.
Necht PDNAB =X a PCNBD =Y. Dokazte, Ze |[<XY B| = 90°.

Véta 8. (Japonsky teorém) Necht je ABC D libovolny tétivovy ¢tyfiihelnik a necht
jsou My, My, M3, My stfedy trojiuhelniki NABD, NABC, ABCD, ANACD. Pak
je ¢tyrahelnik My Mo Ms M, pravouhly.

Dikaz. Dokaz za pomoci znalosti o tétivovych ¢tyfthelnicich a tthlech. O

Priklad 9. Uvnitf zdkladny AB rovnoramenného trojuhelniku ABC' lezi bod D.
Zvolme bod E tak, aby ADFEC byl rovnobéZznik. Na polopfimce opa¢né k ED lezi
bod F takovy, Zze |EB| = |EF|. DokaZte, ze délka tétivy, kterou vytind pfimka BE
v kruznici opsané trojuhelniku ABF, je dvojnasobkem délky tsecky AC.

(MO 66-A-1-5)

Piiklad 10. V konvexnim ¢&tyfthelniku ABCD plati |[<ABC| = |<ACD| a

|<ACB| = |<ADC|. Pfedpokladejme, zZe stied O kruznice opsané trojihelniku BC'D

je rizny od bodu A. Dokazte, ze thel <OAC je pravy. (MO 67-A-1-5)
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Priklad 11. Je dan ostrouhly trojuhelnik ABC s prisecikem vysek H. Osa thlu
<BHC protina stranu BC' v bodé D. Oznacme postupné F a F obrazy bodu D
v osovych soumérnostech podle pifimek AB a AC. DokaZte, Ze kruZnice opsana
trojuhelniku AEF prochézi stfedem G kruznicového oblouku BAC.

(MO 66—-A-III-5)
Priklad 12. Je dén rovnoramenny lichobéznik ABCD s delsi zékladnou AB.
Oznac¢me [ stfed kruZnice vepsané trojuhelniku ABC' a J stfed kruznice pfipsané
strané AD trojuhelniku AC'D. Dokazte, ze pfimky IJ a AB jsou rovnobézné.

(MO 67-A-III-5)
Priklad 13. Je déana kruznice nad pramérem UV a jeji tétiva AB se stfedem S

takova, ze bod B nelezi na UV. Patu kolmice z B na UV ozna¢me C. Ukazte, Ze

thel BC'S se nezméni, pokud s tétivou AB za¢neme pohybovat po celé kruznici.
(MKS 28-2-6)

Priklad 14. Je déan rovnobéznik ABCD s tupym thlem ABC. Na jeho tihlopiicce
AC' v poloroving BDC' zvolme bod P tak, aby platilo |<BPD| = |<ABC|. Dokazte,
ze primka C'D je te¢nou ke kruznici opsané trojihelniku BC' P, pravé kdyz tusecky
AB a BD jsou shodné. (MO 59-A-11-2)
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