Teorie her

Viki NEMECEK

ABSTRAKT. V prispévku se budeme zabyvat kombinatorickymi hrami s iplnou infor-
maci pro dva hrace. Vysvétlime si zakladni pojmy, zahrajeme si nékolik jednodussich
her a nauc¢ime se par klasickych triki. Ve druhé ¢asti zavedeme SG-funkci a naucime

Umluva. Budeme se zabyvat pouze hrami, které spliiuji nasledujici podminky:
1) hraji vzdy dva hréci proti sobé a pravidelné se st¥idaji v tazich,

2) pravidla hry uréuji pro kazdého hrace v kazdé pozici mozné dalsi tahy,
3) jsou kone¢né a skonéi vitézstvim jednoho z hracy,

4) jsou s tplnou informaci (Z4dné skryté ani simultanni tahy),

5) jsou bez néhody.
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Hra se miiZe ocitnout v koneéném po¢tu riznych stavi! jednoho z téchto typtu:
(1) V — vyhravajici stav = bud existuje takovy tah, ktery zméni stav hry na P,
nebo se jedné o koncovy stav definovany jako vyhravajici,
(2) P — prohrévajici stav = v8echny povolené tahy zméni stav hry na V.
Pocatecni stav je zpravidla jediny, zatimco koncovych mize byt vice a o kazdém by
pravidla hry méla vypovidat, zda je V', nebo P.

Poznamka. Hry, které mtuzou skoncit remizou, vitbec neuvazujeme, ale nebyl by
problém podobné zavést také neprohravajici a nevyhravajici stavy.

Véta. Pravé jeden z hraci ma vyhravajici strategii.

Diikaz. 7 definice stavii V' a P plyne, ze pokud se prvni hra¢ nachézi ve stavu V,
tak mize zahrat takovy tah, Ze soupef bude béhem svého tahu ve stavu P a musi
prvniho hrace dostat opét do stavu V. Protoze je hra konecnd, tak timto opakovanim
prvni hra¢ dosdhne vitézstvi, a ma tedy vyhravajici strategii.

Pokud je ovSem na zacatku hra ve stavu P, tak vSechny tahy prvniho hrace vedou
do stavu V' a druhy hrac se ocita v roli prvniho v pfedchozich tvahach, a ma tedy
vyhravajici strategii.

U kazdé z nasledujicich her rozhodnéte, ktery z hra¢t ma vyhravajici strategii.

IStav je jednoznaéné popsan pozici hry a hracem, ktery je na tahu.
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Piriklad 1. (Lamani ¢okolady) Cokoldda o m x n étvereckach se smi lamat rovné
po vyznacenych carach. Hrac, ktery je na tahu, si vybere néktery z kousku a jednou
ho rozlomi. Hra¢, ktery nemutize nic rozlomit, prohral.

Casté postupy

U her, v nichz prohraje hrac¢, ktery nemuze tahnout, je jednim z ¢astych trik na-
lezeni ¢i vytvoreni symetrie. V prvnim pripadé hledame vyhravajici strategii pro
druhého hrace. Pokud se ndm podafi nahlédnout, ze je hra v néjakém smyslu sy-
metricka, a kazdy tah, ktery prvni hra¢ udéla, mize druhy hra¢ zopakovat podle
nalezené symetrie, pak mé druhy hrac¢ evidentné vyhravajici strategii.

V druhém, castéjsim pfipadé sice hra symetrickd neni, ale d4 se na symetrickou
prevést tahem prvniho hrace. Potom je vsak ve chvili, kdy se stala hra symetrickou,
na tahu druhy hrac, tedy nalezend vyhravajici strategie patii zacinajicimu hraci.

Priklad 2. (Laméni ¢okolady podruhé) Stejnd pravidla jako v pfedchozi hie, ale
zaCina se s ¢okoladou 2m x n a nesmi se ulamovat dilky velikosti 1 x 1.

Piiklad 3. (Mince v fad8) V fadé je deset minci rtiznych hodnot. Hrag, ktery je
na tahu, z jednoho konce fady vezme jednu minci. Vyhrava hrac¢, ktery ziska nejvétsi
obnos.

Piiklad 4. (Chomp) Ctvercova tabulka ¢okolddy je rozldmana na kosticky. Kos-
ticka v levém hornim rohu je otravend (kdo ji sni, prohraje). Hra¢ si ve svém tahu
vybere kosticku a sni ji, vSechny kosticky od ni napravo, vSechny kosti¢ky od ni dola
a navic vSechny kosticky, které jsou od ni napravo i doli. V zavislosti na rozmérech
urcete, kdo zvitézi.

Piiklad 5. (Mince na stole) Do kruZnice o priiméru jeden metr dva hraéi st¥idavé
kresli neprotinajici se kruhy o prumeéru jeden centimetr. Hra¢, ktery prvni nema svij
kruh kam nakreslit, prohral.

Dalsim castym trikem je kradeni strategii. To lze vyuzit v pfipadé, Ze se jeden
(typicky prvni) z hra¢d mize dostat prvnim pohybem do néjaké mnoziny pozic M,
a existuje m € M takové, Ze se z néj muze dale druhy hra¢ dostat pouze do néjaké
(ne nutné vlastni) podmnoziny M \ {m}.

Potom jsou dvé moZnosti: bud mé hra v pozici m vyhravajici strategii pro hrace,
ktery neni na fadé, ¢imz jsme nasli vyhravajici strategii pro zac¢inajiciho hrace v pu-
vodni hie (za¢ne tahem do pozice m a déle hraje podle této strategie). Ve druhém
pripadé existuje strategie pro hrace, ktery je v pozici m na fadé, a urcité je v ni né-
jak definovany prvni tah. Do stavu, kam vede, se ale evidentné umi dostat zacinajici
hra¢ v ptivodni hie pfimo. Proto mé v takové hie vzdy vyhravajici strategii prvni
hrac.

Priklad 6. (Cisla v lahvi) V lahvi jsou vSechna pfirozend éisla od 1 do 16. Hrag,
ktery je na tahu, vynda z lahve néjaké cislo a vSechny jeho délitele. Prohrava hrac,
ktery nemiize tahnout.
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Priklad 7. (Cokoldda poctvrté) Vyfeste znovu tlohu &slo 4 pro obdélnikovou
tabulku ¢okolady.

Piiklad 8. (Pri¢itani délitele) Zac¢ind se s dvojkou. V jednom kroku hra¢ pficte
k ¢islu néjakého jeho vlastniho délitele (to je délitel mensi nez ¢islo samotné). Kdo
prekrodi ¢islo 2011, vitézi. Ma zacinajici hra¢ vitéznou strategii? A co kdyby ten,
kdo ptekroci 2011, prohral?

Nim

Nim je kombinatorickd hra, na niz je mozné spoustu jinych her pfevést (tuto sku-
te¢nost zde nebudeme dokazovat, ale ve skutecnosti lze kazd4 koneénd nestranni?
hra na Nim pfevést).

Definice. (Nim) V nékolika hromadkach je urc¢ity pocet kament. Hrac, ktery je
na tahu, musi odebrat z jedné hromadky alespon jeden kdmen. Vyhrava hrac, ktery
odebere posledni kdmen.

Definice. (Nim soucet) Nim-souctem ¢isel x a y je ¢islo z @y, jemuz se bézné Fika
bindrni xor. Jedna se o bindrni s¢itdni bez pfenosu. Napt. 2167 = (10101)a®(111), =
(10010), = 18.

Véta. Ve hie Nim je prohravajici pozice pravé ta, v niz se Nim-soucet velikosti
vSech hromadek rovna nule.

Ndznak dukazu. Je potfeba dokazat celkem tfi véci. Zaprvé, ze v kazdém koncovém
stavu je Nim-soucet velikosti vS§ech hroméadek roven nule. Zadruhé, ze z kazdého stavu
s Nim-souc¢tem rovnym nule vedou vsechny tahy do stavu s nenulovym Nim-souc¢tem.
A konecné za tieti musime ukazat, ze pokud mame nenulovy Nim-soucet, existuje
tah, ktery ho vynuluje.

Prvni ¢ast dikazu je trividlni, druhou a tfeti si zkuste rozmyslet jako cviceni.
Pokud se vam nebude dafit, mezi navody k prikladim najdete radu.

Piiklad 9. (Northcottova hra) Pozice ve hie je Sachovnice 8 x 8 s jednou ¢ernou
a jednou bilou figurkou v kazdém radku. Hrac, ktery je na tahu, tdhne figurkou
svoji barvy o libovolny pocet poli¢ek vodorovné smérem k figurce soupere (nesmi ji
preskocit). Prohrava hrac¢, ktery nemuze tdhnout.

Piiklad 10. (Schody) Na schodisti s 2013 schody je rozmisténo nékolik minci (na
kazdém schodé jich muze byt vice, ¢i tam nemusi byt zaddnd). V kazdém tahu si hrac¢
vybere jeden schod a z néj presune libovolné mnozstvi minci (nejméné jednu, nejvyse
v8echny) o schod nize. S mincemi, které se po pfesunu z prvniho schodu ocitnou na
podlaze, uz se dal nehraje. Prohrava opét hrac, ktery nemize tahnout.

2Hra je nestranna, pokud mozné tahy z dané pozice jsou pro oba hrace stejné. Tedy napiiklad
Sachy nestranné nejsou, protoze jeden hra¢ muize pohybovat jen bilymi figurkami, kdezto druhy jen
Cernymi.
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Scitani her

Pi#iklad 11. (Sachovnice podruhé) V pravém dolnim rohu kazdé z N Sachovnic
o rozmérech ay X by,as X by, ...,any X by stoji figurka. Tou se smi v jednom tahu
pohnout pouze nahoru, vlevo nebo Sikmo vlevo nahoru, a to bud o jedno nebo o dvé
policka. Hrac, ktery je na tahu, si vybere Sachovnici a udéla na ni takovy tah, aby
figurka neopustila Sachovnici. Prohrava hrac, ktery nemtze tdhnout.

Definice. (Sprague-Grundyho funkce) Sprague—Grundyho funkci rozumime funkci
g, kterd kazdému stavu v pfifadi nejmensi nezédporné celé ¢&islo n takové, ze n # g(u)
pro vSechny stavy u, do kterych se d&4 dostat tahem ze stavu v.

Tvrzeni. Pokud ve hfe prohrava hrac, ktery nemiize tahnout, potom jsou prohra-
vajici pravé ty stavy v, pro které g(v) = 0.

Diikaz. Stejné jako v dikazu optimalni strategie pro Nim.

Definice. (S¢itani her) Souctem her myslime hru, v niz si hra¢ mize v kazdém
svém tahu vybrat nékterou z dil¢ich her a v ni udélat tah. Pro jednoduchost jej
budeme definovat pouze pro hry, kde prohrava hrac¢, ktery jiz nemutze tahnout.

Véta. (Sprague, 1936; Grundy, 1939) Pfisouc¢tu N her se Sprague—Grundyho funk-
cemi g¢i,...,gn V pocatecnich stavech vi,...,vy ziskame hru s SG funkci

g1, on) = g1(v1) © g2(v2) © - © gn (vn).

Pfiklad 12. (Nim podruhé) Méjme tfi hromadky sirek o 9, 10, resp. 14 sirkéch.
Hrac, ktery je na tahu, si vybere jednu hromadku a odebere z ni nékolik sirek. Z prvni
hromédky je mozné odebrat 1 az 3 sirky, z druhé 1 az 5 a z té posledni 1 az 7 sirek.
Prohréva hrac, ktery nemuiize tdhnout.

Piiklad 13. (Laskertv Nim) Hra je stejna jako obyc¢ejny Nim, ale navic 1ze misto
tahu rozdeélit hromadku na dvé neprazdné hromadky.

N&jaké dalsi priklady

P¥iklad 14. (Ctverecky) Na sachovnici n x m, kde n i m jsou alesponi 5, se dva
hraci stfidaji v vybarvovani polic¢ek. Jeden vzdy vybarvi ¢tverec 2 x 2, druhy libo-
volné orientované L-triomino. Zadné policko nesmi byt vybarveno dvakrat a ten, kdo
nemize tdhnout, vyhral. Ukazte, kdo z hrach ma vyhravajici strategii v zavislosti
na m, n a tom, ktery z hrac¢u zacina.

Piiklad 15. (Ctvercové piskvorky) Hraje se na étvereckovaném papiie 10 x 10. Ve
svém tahu nakresli hra¢ jeden sviij symbol do néjakého préazdného ¢tverecku. Prvni
hrac¢ se snazi utvorit ¢tverec 2 x 2 ze svych symboli a cilem druhého hréace je mu
v tom zabranit.
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Piiklad 16. (Razitka) Zacéina se na Sachovnici 8 x 8. Hri¢, ktery je na tahu, si
vybere prazdné policko a dd na néj razitko. Vybrané policko musi hranou sousedit
s tim predchozim. Prvni hra¢ muaze dat razitko, kam chce. Prohrava hrac, ktery
nemuze tahnout.

P¥iklad 17. (Sachovnice) Na policku (x > 0,y > 0) stoji obycejny Sachovy k.
Hrac, ktery je na tahu, mtize udélat tah koném, ale pouze takovy, pii némz ktn neo-
pusti Sachovnici (z4dné jeho soufadnice nesmi byt zadporna) a soucet jeho soufadnic
klesne. Prohrava hrac, ktery nemuze tahnout. Jak dopadne hra, v niz bude nékolik
koni, kazdy na jiném pocateénim policku, a hra¢ mutze tadhnout, kolika koni chce,
ale vzdy alespon jednim? (MO 60-P-II1-2)
Priklad 18. (Kayles) Dva kuzelkafi stoji pfed Fadou tf¥inacti kuzelek, pfi¢emz
druha kuzelka je jiz shozena. Oba jsou tak Sikovni, Ze svym hodem mohou shodit

kteroukoliv kuzelku nebo dvojici sousednich kuzelek. Vitézem je hrac¢, ktery shodi
posledni kuzelku.

Navody

1. Zkuste si hru parkrat zahrat s malou ¢okoladou a pocitejte, kolik taht bude
celkem hra mit.

4. Prvni hrac¢ vybere kosticku rohem sousedici s otravenou kostickou.

5. Je potieba vyftesit problém, ze kruhy, které obsahuji stfed kruznice, nejde kreslit
po dvojicich symetricky podle tohoto stfedu.

6. Co se stane, kdyz prvni hra¢ vytahne jednicku? A co kdyz ne?

7. Policko vpravo dole.

8. Vyzkousejte si prvnich par moznych stavi.

Duikaz strategie na Nim. Pro druhou ¢ast dikazu si vSimneme, Ze pokud jsme
vzali kdmen z hromadky, kde bylo n kament a po naSem tahu jich tam ztstalo m,
je Nim-soucet nyni pravé m @ n. Pro tfeti ¢ast si staci uvédomit, ze pokud vezmeme
libovolnou hroméadku, na niz mé pocet kament jednicku na nejvyssim fadu, kde méa
jednicku Nim-soucet vSech hromadek, pak je Nim-soucet vSech hroméadek kromé této
mensi nez velikost této hromadky, takze ji miizeme zmensit tak, aby se Nim-soucet
vynuloval.

10. Zkuste si napfed hru vyfesit pro piipad, kdy jsou mince pouze na lichych
schodech.

17. Nejprve si vyTeste pro jednoho koné. Dejte si pozor na to, ze se nejedna o kla-
sicky soucet her, protoZe miZeme hrat ve vice hrach soucasné.
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