Teorie mnozin

' Tomds Matousek

Jazyk teorie mnoZin

Kazdy objekt v teorii mnozin je mnozina. U dvou mnozin z, y mtzeme zjistovat, zda
jedna je prvkem druhé, ¢i nikoliv. K tomu slouzi binarni predikatovy symbol ndleZeni
€. Zkratkou za —(z € y) je x ¢ y. Dalsim predikdtovym symbolem je symbol rovnosti
=, ktery nam tika, zda dvé proménné predstavuji stejny objekt — mnozinu. Formule
jsou definované obvyklym zptasobem.

Axiomy teorie mnoZin (Zermel-Fraenkel)

Obvykle se uvadi devét axiomii, ale nékteré jsou nadbytecné — daji se odvodit z ostat-
nich. Uvedeme zde pro pfedstavu prvnich nékolik axiomd.

1. Fz)z == (axiom existence)
2. (Vo) (Vy)(Vz) (z€Ex & zey) = a=y (axiom extenzionality)
3. (Va)(Vb)(Fz)(Vz)z € z < (z=aVa=0D) (axiom dvojice)

Podle axiomu 1 existuje aspon jedna mnozina a svét teorie mnozin tedy neni prazdny.
Axiom 2 nam ¥ika, Ze mnozina je jednozna¢né uréena svymi prvky. Axiom 3 dovoluje
vytvorit mnozinu obsahujici dvé jiné mnoziny — dvojici.

Kromé axiomt obsahuje teorie mnoZin i dvé schémata (,8ablony* na axiomy). Jed-
nodussi z nich je schéma vydélent.

Schéma axiomu. (vydéleni) Pro libovolnou formuli ¢ jazyka teorie mnozin, v niz
nemd proménné z volny vyskyt, je formule

(Va)(3z)(Va) z € z & (x € a A p(x))

axiomem teorie mnozin. Jinak fec¢eno, kdyz vezmeme z mnoziny a prvky spliujici
formuli p, dostaneme mnozinu z.

Definice. (tfida) Je-li ¢(z) formule jazyka teorie mnozin s volnou proménnou x,
pak tiida {z : ¢¥(z)} je oznadenim vSech mnozin x spliujicich tuto formuli.

Trida je pouze formalnim zapisem. Muze, ale nemusi pfedstavovat mnozinu. Napii-
klad t¥ida {z : © € a A ¢(x)}, kde a, ¢ jsou ze schématu vydéleni, je podle tohoto
schématu mnozina.

Véta. Tr¥ida {z : x = x} neni mnozZina, tj. neexistuje mnozina vSech mnozin.
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Definice. (uspofadana k-tice)  Jsou-li ay, ..., ap mnoziny, pak uspofddand 1-tice je
(a1) = {a1}, uspoifddand dvojice (a1, a2) je {{a1},{a1,a2}} a pro k > 2 definujeme
uspofddanou k-tici (a1, ...,ay) jako ((a1,...,a5_1),ar).

Daéle budeme pouzivat obvyklé pojmy jako prazdna mnozina a podmnozina bez piesné
definice, kterd je vsak trivialni.

Véta. (definice mnozinovych operaci)  Jsou-li a, b mnoziny, pak

l.aUb={z:z€aVax b}
22anb={z:x€anzecb}
3.a\b={z:z€anz¢b}
4 axb={(z,y):x€any€b} (kartézsky soucin)
5. Pa)={x:z Ca} (potenéni mnozina)
6. Ja={z:(3F)zectnteca} (suma mnoziny)
7Na={z: Vi)t ca=x €t} jelia#( (priinik mnoziny)

jsou mnoziny.

Definice. (relace) Necht a, b jsou mnoziny, pak libovolnd podmnozina a x b je relace.
Relaci na a rozumime podmnozinu mnoziny a X a. Je-li (x,y) € R, R C a X b, pak z,
y jsou v relaci R a znacime kréatce xRy.

Definiéni obor relace je dom R = {z : (3y) zRy}.
Obor hodnot relace je rng R = {y : (3z) zRy}.
Inverzni relace k relaci R je relace R™! = {(z,y) : (y,z) € R}.

Definice. (funkce) Funkce f : a — b je takovd relace f C a X b, Ze
(Vz € a)(3y € b)(x,y) € f.

Miizeme proto pouzit znaceni f(z) = y.

Definice. Necht f : a — b je funkce. Pak

f je prostd (injektivni), pokud f~1 je funkce,

f je na (surjektivni), pokud rng f = b,
f je bijekce, pokud je prosta a na.

Definice. Necht a, b jsou mnoziny. Rekneme, #e mohutnost a je mensi nebo rovna
mohutnosti b, zna¢ime a < b, pokud existuje prosta funkce z a do b. Rekneme, Ze a
ma stejnou mohutnost jako b, znac¢ime a = b, pokud existuje bijekce mezi a a b. Je-li
a < b aneni a = b, pak piSeme a < b.

Véta. N=Z~Q~<R.

Véta. (Cantor-Bernstein) zxyAysz=z~xy.
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Véta. (Cantor) z < P(z).

Definice. Mmnozina a je kone¢na, pokud a < N, spocetnd, pokud a < N a nespocetna,
pokud a >~ N.

OrdindlIni cisla

Definice. (uspofddani)  Relace R na a je ostré uspotaddni, pokud je

(i) antireflexivni: (Vx € a) (z,z) ¢ R,

(ii) tranzitivni: (Vz,y,z € a) xRy AyRz = zRz.

Pokud jsou kazdé dva prvky porovnatelné, tj. pro kazdé x, y € a nastava pravé jedna
z moznosti xRy, yRx, x = y, pak je usporadani linedrni.

Definice. (nejmensi prvek) Necht R je uspoiddani na a, m C a, x € a. Pak x je
R-nejmensi prvek mnoZiny m, pokud x € m a (Vy € m) x =y V zRy.

Definice. (dobré uspofddani)  Ostré usporddani na a je dobré, pokud kazda ne-
prazdna mnozina mé R-nejmensi prvek.

Definice. (uspofddand mnozina) Necht a je mnozina, R je uspofddédni na a. Pak
dvojice (a, R) je uspotddand mnoZina.

Lemma. Je-li (a, R) dobie uspofddand mnozina, pak je uspoiddand linedrné.

Definice. Mnozina x je tranzitivni, pokud kazdy jeji prvek je jeji podmnoZinou.
Ekvivalentné, je-li s € t € z, pak s € x.

Definice. (ordindl) MnozZina je ordindl, pokud je tranzitivni a dobfe usporddana
relaci €.

Znaceni: Ordinaly se ¢asto zna¢i malymi Feckymi pismeny. TFidu vSech ordinéla zna-
¢ime On. Misto a € 3 nékdy piSeme a <  a misto a € V a = (3 piSeme a < (.

Definice. (ordinalni naslednik)  Ordindini ndslednik ordindlu o je mnozina

S(a) =aU{a}.
Lemma. Je-li o ordinédl, pak S(«) je ordinédl a oo < S(«).

Definice. Ordinél a je izolovany, pokud o = () nebo pokud mé , predchiidce®, tj.
pokud existuje ordinél 3 takovy, ze o = S(B). Ordindl je limitni, pokud neni izolovany.
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Definice. (pfirozené ¢islo)  Ordindl « je prirozené ¢&islo, pokud je izolovany a kazdy
mensi ordinal je také izolovany.

Oznaceni: 0 = (), 1 = S(0) = {0} = {0}, 2= S(1) = {0,1} = {0,{0}}, ...

Véta. Tiida w = {n : n je pfirozené ¢islo} je mnozina vSech pFirozenych Cisel.
Lemma. Kazda neprazdna mnozina ordinali ma €-nejmensi prvek.

Lemma. w je limitni ordinal.

Véta. (o transfinitni indukci) Kazd4d neprdzdnd tiida ordindli md €-nejmensi prvek.
Dusledek. Necht ¢(x) je formule s volnou proménnou x takova, ze

(i) #(0),

(ii) pro kazdy ordindl « plati implikace [(V3 < a) p(8)] = p().

Potom ¢(«) plati pro kazdy ordinal a.

Definice. (izomorfizmus) Necht (a, R), (b, S) jsou ostie uspofddané mnoziny. Pak
(a, R) je izomorfni s (b, S), znac¢ime (a, R) ~ (b, S), pravé tehdy, kdyz existuje bijekce
f:a— b takova, ze (Vz,y € a) ny@f( )Sf(y).

Véta. Kazda dobre uspordadana mnozina je izomorfni s pravé jednim ordindlem.
Tomuto ordinalu se rika typ mnoziny.

Kardinalni Cisla

Definice. (mohutnost) Necht a je mnozina, na které existuje dobré usporddéni. Pak
mohutnost a je nejmensi ordindl « takovy, ze a ~ a. Znac¢ime ho |a|.

Definice. (kardinal)  Kardindl je takovy ordinal s, ze |»| = s.

T¥idu vSech kardinali znac¢ime Cn.
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