Teorie mnozin
| Pavel Podbrdsky

V matematice se s pojmem mnozina setkavate na kazdém kroku. Jisté jste obezna-
meni s pojmem mnoziny vSech pfirozenych ¢isel, mnoziny vSech bodu v roving, ...
Cilem této prednasky bude studovat pojem mnoziny obecné a ukazat, jaké zajimavé
problémy to pfinasi.

Co to je mnoZina

Nékdy v minulém stoleti vznikla potieba precizovat pojem mnoziny. Od G. Cantora
pochazi nésledujici definice:

Definice. (Cantor) MnoZinou rozumime kazdé shrnuti urcitych a navzdjem riznych
predméti m naseho nazirani nebo mysleni (které nazyvame prvky) do jediného celku
M.

Neni to definice v pravém slova smyslu, pouziva dalsich pojmi (,souhrn“, ,ce-
lek“ ... ), které nejsou o nic jasnéjsi, nez pojem ,mnozina“. Je spiSe intuitivnim
vyjadfenim toho, co by mnoziny mély byt.

Na této definici je zalozena tzv. naivni teorie mnoZin. Zahy se v ni ale objevily
ruzné ,,paradoxy“4, my si zde ukdzeme dva.

Paradox. Uvazujme mnozinu R vSech pfirozenych éisel, které lze nadefinovat po-
sloupnosti nejvyse t¥iceti ¢eskych slov. Spravné definice je napiiklad ,,Sedm*, ,Sesta
mocnina ¢isla t¥i“, ,Nejmensi prvocislo vétsi nez deset na stou“, a podobné. Snadno
se ovéri, ze moznych definic je pouze kone¢né mnoho a tedy R je koneéna. Ma tedy
nejvétsi prvek. Muzeme tedy definovat &islo pomoci definice ,,Cislo o jednicku vétsi,
nez nejvétsi ¢islo mnoziny R vSech c¢isel, které lze nadefinovat nejvyse tficeti ceskymi
slovy“. Lezi pravé nadefinované ¢islo v mnoziné R?

Paradox. (Russeltiv) Podle Cantorovy definice je mnozina pfedmétem naseho na-
zirani a tedy mizeme vSechny mnoziny shrnout do jediného celku — mnoziny vsSech
mnozin. O kazdé mnoziné mizeme rozhodnout, zda je, nebo neni svym prvkem, znovu
podle Cantorovy definice dostaneme existenci mnoziny ¢ = {z : = ¢ =}, tedy mnoZiny
vSech mnozin, které nejsou svym vlastnim prvkem. Ptejme se, zda ¢t € t. Pokud ano,
musi mit ¢ vlastnost, ktera charakterizuje jeji prvky, tedy dostavame ¢ & t. Pokud ne,

4Ve skute¢nosti vzdy $lo o jasny spor v nové zavedené teorii, ale doba byla pro Cantora
prizniva, a tak to nazyvala paradoxy.
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pak zjevné t € t, tedy t ma vlastnost, ktera charakterizuje jeji prvky, dostavame tedy
tet.
Jak jste si jisté vSimli, pravé jsme dokdzali t € t < t € t, coz je zjevny spor.

Bylo jasné, ze tyto ,paradoxy“ je potieba odstranit.

Axiomaticka teorie mnozin

Ukazalo se, Ze spravna cesta je v axiomatizaci teorie mnozin. Budeme se dale
pohybovat ve svété mnozin. V tomto svété neexistuje nic jiného nez mnoziny. Ptate
se co je to mnozina? VSechno, co existuje, je mnozina. Déale v tomto svété budeme znét
symbol € (nélezeni). Pro kazdé dvé mnoziny z, y bude platit bud z € y, neboz € y. V
prvnim pripadé budeme fikat ,x je prvkem y“, v druhém piipadé ,z neni prvkem y*.
Jak vidite, prvky mnoziny jsou zase jen néjaké dalsi mnoiiny5. Daéle musime zavést
néjaké axiomy, které vyjadruji nasi pfedstavu o mnozinovém univerzu a z nich pak
budeme odvozovat vSechna tvrzeni pomoci pfisnych logickych pravidelG. Nebudu zde
axiomy vypisovat, protoZze je na prednisce nebudeme prilis zkoumat, jenom zminim,
Ze axiomy zarucuji uzavienost mnozinového univerza na zakladni mnozinové operace
(viz nésledujici definice).

Aplikace teorie mnoZzin
Déle se jiz budeme zabyvat nékterymi uziteCnymi postupy v teorii mnozin.

Definice. (Zakladni operace na mnozinach)  Necht a,b jsou mnozZiny, pak

(1) aub=A{z:2 € aVzecb} (siednoceni dvou mnozin).

Véta. Neexistuje ,,mnozina vSech mnozin“. Tedy neexistuje mnozina v, ktera by
spliovala (Vz)(z € v).

Definice. (Ptirozen4 ¢isla v teorii mnozin)  Definujeme 0 = ) = {}. Dale definujeme
n+1=nU{n}. Mnozinu {0, 1, 2, ... } zna¢ime w a mnozinu {1, 2, ...} znacime N.

574dné hrusticky, nebo jablicka neptipadaji v ivahu.
6Neni t¢elem zde budovat logiku, odkazuji zde tedy na piispévek Evy Spackové.
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Poznamka. Tato definice neni iplné korektni (zkus se zamyslet pro¢). Na pfednésce
si fekneme, jak je to ve skutecnosti. Snadno zjistime, Ze pfirozené ¢islo n je mnozina,
kterd obsahuje pravé n prvka (a to véechna mensi pfirozena ¢isla véetné nuly).

Definice. (Relace) Relact na mnoziné a rozumime libovolnou podmnozinu R
a X a. Relace ndm uréuje jisty ,vztah“ mezi prvky mnoziny a. skuteénost (z,y) €
zapisujeme kratceji x Ry a rikame, ze prvky x,y mnoziny a jsou v relaci R.

<
R

Priklad. Napftiklad ,byt rovnobézny“ je relace na mnoziné vSech primek v roviné,
»je mensi, nez“ je relace na pfirozenych cislech. Maji tyto relace néjaké zvlastni
vlastnosti?

Definice. (Linedrni uspofadani) Relaci R na mnoziné a nazveme linedrnim uspora-
danim, pokud

(1) pro kazdé x, y € a nastdvd pravé jedna z moznosti xRy, yRz, © = y.
(2) pro kazdé x, y, z € a plati (tRy AyRz) = zRz.

413

Pfiklad. Linedrnim uspofddanim je napiiklad relace < (,,je mensi, nez“) na mnozi-
nach N, Z, Q, R. Lisi se néjak vlastnosti tohoto usporadani na jednotlivych mnozi-
néach?

Definice. (Dobré uspofadani)  Linedrni uspofddédni R na mnoziné a nazveme dobré
usporadani, pokud kazdad podmnozina b C a ma R—nejmensi prvek.

Cvic¢eni. Na kterych, ze ¢tyf uvedenych mnoZin v minulém piikladu, je < dobré
usporadéni?

Porovnavani velikosti mnozin

Jak vlastné porovnavame velikosti dvou mnozin. U koneénych mnozin lze postupo-
vat tak, Ze spocitame jejich prvky a porovname vysledek. Co kdyz jsou ale mnoziny
nekonecné? Zjistujeme, Ze existuje efektivnéjsi zptisob porovnavani velikosti mnozin,
ktery neni vdzan na konec¢nost poctu jejich prvk.

Definice. Rekneme, #e mnoZina x nemd vétsi mohutnost, nez y (znadime z < y),
pokud existuje prosté zobrazeni z x do y. Rekneme, e mnoziny x, y jsou stejné
mohutné (zna¢ime x =~ y), pokud existuje bijekce mezi = a y. Rekneme, Ze x md
mensi mohutnost, nez y (zna¢ime x < y), pokud existuje prosté zobrazeni z x do y,
ale neexistuje bijekce mezi x a y.
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Cvi¢eni. Na prednéasce ukdzeme, ze N = Z =~ Q, coz miZe byt na prvni pohled
prekvapivé. Ukazeme také, ze N < R.

Definice. Mmnozinu a nazveme konecnou, pokud a < N, spocetnou, pokud a = N
a nespocetnou, pokud a > N.

Nasledujici dvé tvrzeni se mohou zdat na prvni pohled samozifejma a pro konecné
mnoziny jsou opravdu jednoduché, ale pro nekone¢né mnoziny jsou dilezité.

Véta. (Cantor — Bernstein)

Véta. (Cantor)
a < P(a).

Dalsi text se bude ubirat k myslence zobecnéni pojmu pfirozeného cisla, coz lze
provést dvéma sméry.

7z 7

Ordindlni Cisla jako typy dobrych usporadani

Kazda kone¢na dobfe uspofadand mnozina ,vypada stejné“ (vzhledem ke svému
uspofadani), jako néjaké pfirozené &islo. Pfirozend Cisla lze pfirozenym zpisobem
roz§ifit na ordindlni éisla tak, Ze kazda dobie usporfddand mnozina bude isomorfni s
pravé jednim ordinalem.

Definice. (Ordinélni ¢islo) Mnozinu a nazveme ordindlnim éislem (ordindlem), po-
kud € je dobré usporadani na a a pokud pro kazdé x plati x € a = x C a. ,TFidu“
vSech odrindlnich ¢isel (pozor, neni to mnozina!) budeme znacit On.

Pozorovani. Snadno zjistime, zZe v8echny prvky w (tedy pfirozend &isla s nulou) jsou
ordinaly a také w je ordinal.

Véta. Relace € je dobré usporadani na On.

Poznamka. Ordinaly budeme vétSinou znaéit malymi feckymi pismeny a misto o €
3 budeme casto psat prosté a < (.

Véta. (Transfinitni indukce) Bud C C On t¥ida, pro kterou plati

(1) 0eC,
(2) Je-li @ ordindl, pak (B<a=p€C)=ac(C,

pak C = On.
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Tato véta je silnym dikazovym prostfedkem spolu s tzv. axiomem vybéru, coz je
nasledujici tvrzeni:

Tvrzeni. (Axiom vybéru) Bud a mnoZina, kterd neobsahuje prazdnou mnozinu, jako
svij prvek. Pak existuje funkce f definovana na a takova, Ze kdykoliv je z € a, pak

f(z) € .

Axiom vybéru je ekvivalentni spousté zajimavych tvrzeni. Je-li mnozina a kone¢na,
neni tézké ho dokazat. Pro nekonecné mnoziny a jiz vsak z axiomu teorie mnozin
dokézat nelze (nelze dokdzat ani jeho negace). Jeho pouziti spolu s transfinitni indukeci
si ukdzeme na prikladech.

Kardinalni cisla jako typy mohutnosti

Snadno zjistime, ze 0 < 1 < 2 < --- < w. Dale vSak existuje dlouhy tsek or-
dinélnich ¢isel, které maji stejnou mohutnost, jako w (jsou spocetné). Je pfirozené
reprezentovat mohutnost vSech spocetnych mnozin nejmensim spocetnym ordindlem.
Tuto myslenku lze zobecnit.

Definice. (Kardinélni ¢islo)  Kardindinim ¢islem nazveme kazdy ordindl «, ktery je
nejmensi ze vSech ordinalt, jez maji stejnou mohutnost, jako . Tiidu vsech kardi-
nalnich ¢isel znacime Cn.

Na pfednasce si jesté ukdzeme (pokud se k tomu dostaneme), jak 1ze na ordinédlnich
a kardinalnich cislech zavést operace s¢itani a nasobeni a jaké maji vlastnosti.

Literatura. Viele mohu doporucit knihu Balcar, Stépanek, Teorie mnoZin, Acade-
mia, 1986
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