Teorie mnozin
| Martin Tancer

Uvod

Hlavni ndplni této prednasky bude (jak nazev napovida) povidani o mnozinach
a jejich vlastnostech. Urcité uz vis, co mnozina je. Na prednésce si ukazeme, ze
intuitivni pohled na pojem mnoziny muze dost ¢asto selhat a vede k mnoha parado-
xum. Naznacime, jak se da témto paradoxim vyhnout. Posléze se budeme zabyvat
velikostmi mnozin, ukazeme si napriklad, Ze existuji razné velkd nekonecna.

Intuitivni pojem mnoZiny

Nejprve si zminime intuitivni pojem mnoziny a ukazeme si, co je na ném Spatné.
Intuitivné je mnozina souhrn néjakych prvka, které do ni patii (napfiklad mnozina
pfirozenych ¢isel, mnozina organizatort prasitka nebo prazdnd mnozina).

Paradox. Jak vypadd mnozina A definovana jako mnozina vsech c¢isel, které
lze popsat nejvyse dvaceti ¢eskymi slovy? MnoZina A je urcité koneéna, protoze
¢eskych slov je koneéné mnoho, tedy ma maximalni prvek. Patii do mnoziny A
¢islo definované jako ,nejvétsi prvek mnoziny Cisel sestdvajici z prvka, které lze
popsat dvaceti Ceskymi slovy, zvySeny o jedna“? VSimni si, Ze jsme pro popis
tohoto prvku pouzili jen 16 slov, coz je méné nez dvacet.

Paradox. Jak vypadad mnozina vSech mnozin, které neobsahuji sebe sama? Ob-
sahuje sebe sama, nebo ne?

Paradox. Jak vypadd mnozina vSech podmnozin mnoziny vSech mnozin?

PtesnéjSi pojem mnoZiny

Jak je vidét z predchazejicich paradoxt, intuitivni pojem mnoziny mé urcité
nedostatky. Objevuji se v ném mnoziny, které nejsou prili§ dobfe definované. Proto
se matematikové zacali zabyvat tim, jak tyto nedostatky odstranit, jak presnéji rici,
co je to mnozina.

Tyto snahy vyustily v takzvanou axiomatickou definici mnoziny. Zakladnim
principem této axiomatizace je, ze nepouziva zadny prirozeny jazyk, nybrz jen
vyrazy z matematické logiky. Pfirozeny jazyk je totiz Casto nejednoznac¢ny nebo
zavadéjici. Princip axiomatizace spociva v tom, Ze se vyjmenuji néjaké vlastnosti
(axiomy), pomoci nichZ lze ziskat mnozinu, a objekty ziskané jinym zptisobem
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se za mnoziny nepovazuji. Neziskdme tak napriklad mnozinu vSech mnozin, které
neobsahuji sebe sama.

Do axiomatické definice se v tomto prispévku poustét nebudeme, nicméné na
prednasce si urcité rekneme o néco vice.

Velikosti mnozin

Nyni uz prejdeme k matematickym pojmtm a budeme si povidat o velikostech
mnozin. Nasim hlavnim cilem bude ziskat rzné velké nekoneéné mnoziny a naucit
se tato nekonecna porovnavat, popt. zjistovat o nich rtizné zajimavé vysledky. Na
prednésce si fekneme motivaci, ve sborni¢ku zminime piedevsim definice a tvrzeni.

Definice. Necht A, B jsou mnoZiny, jejich kartézskym soufinem rozumime mno-
zinu A x B definovanou jako mnozinu dvojic (a,b), kdea € A ab € B.

Definice. Necht A, B jsou mnoziny. Funkci f z A do B rozumime podmnozinu
A x B takovou, Ze pro kazdé a € A existuje pravé jedno f(a) € B, Ze (a, f(a))
patii do této podmnoziny. Méné formalné Feceno: Kazdému a z A piitfadime pravé
jednu funkéni hodnotu f(a) z B.

Definice. Funkci f z A do B nazveme
(i) prostou, pravé kdyz plati f(a1) = f(a2) = a1 = as.
(ii) surjektivni(,na“), pravé kdyz pro kazdé b € B existuje a € A, 7e b = f(a).
(iii) bijekci, prdavé kdyz je prosta a surjektivni.

Definice. Rekneme, ze velikost mnoziny A je mensi rovna velikosti mnoziny B,
znac¢ime A < B, pravé kdyz existuje prosta funkce z A do B. Ekvivalentné, existuje
surjektivni funkce z B do A.

Definice. Rekneme, e A a B jsou stejné veliké, pravé kdyz existuje bijekce z A
do B, zna¢ime A ~ B. Dale pouzivejme znaceni A < B v piipadé, ze A < B, ale
neplati A ~ B.

Nasledujici véta vypada velmi intuitivné, nicméné jeji diikaz neni tak jednodu-
chy, jak by se na prvni pohled mohlo zdat.

Véta. (Cantor-Berstein) Jsou-li A a B mnozZiny splilujici A < B a B 5 A,
potom A ~ B.

Definice. Znacme

(1) N mnozinu pfirozenych éisel.
(2) Z mnozinu celych ¢isel.

(3) Q mnozinu racionélnich ¢isel.
(4) R mnozinu redlnych c¢isel.
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Definice.

Je-li takova A mnozina, ze A < N, potom A nazveme spocetnou.

Ostatnim mnozinam Fikame nespocetné.
Véta. NxZ=~Q

Véta. (Cantor) N <R.

Véta. Je-li A nekonecna, potom A x A ~ A.

Definice.

Znacme

(1) 2 mnozinu {0,1}.
(2) P(A) mnozinu podmnozin mnoziny A.
(3) AB mnozinu vsech funkeci z B do A.

Vsimni si, Ze A x A je pfirozené ztotoznitelné s A% a dale P(A) je pfirozené
ztotoznitelné s 24.

Véta. P(A) > A.

Véta. P (N)

~ R.

Jesté jedna zajimavost

Z pocitani s mnozinami na prednasce bude patrné, Ze koule o poloméru jedna je
nekonecna mnozina a je stejné velika jako mnozina sestavajici ze dvou kouli o témze
poloméru jedna. Nasledujici paradoxni véta ukazuje, ze ve svété matematiky se
stale objevuji tvrzeni, nad kterymi ziustava rozum stat.

Véta. (Banach, Tarski) Kouli o poloméru 1 je mozno rozdélit na koneéné mnoho
mnozin takovych, ze pouhym posouvanim a otac¢enim téchto mnozin lze ziskat dvé
koule o poloméru 1.

Piiklady

Priklad 1.

mnozin.

Priklad 2.
Priklad 3.
Priklad 4.

Rozhodnéte, zda lze R rozdélit na nespocetné mnoho nespocetnych

Dokazte, ze plati AB*C ~ (AB)C.
Rozhodnéte, jestli RN > R.

Dokazte, Ze existuje funkce z R do R, kterd na kazdém intervalu

nabyva vsech realnych hodnot.
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