Teorie her
| Al&a Skdlovd

Co je teorie her?

Hrou rozumime jakoukoliv konfliktni situaci dvou a vice hraca, ve které kazdy
hra¢ ovliviiuje vysledek. Patii sem jak klasické hry (Sachy, ¢lovéce nezlob se), tak
i situace, které se hram, jak je znadme, viibec nepodobaji (firmy na trhu si navzi-
jem konkuruji, zvifata soupefi o zdroj potravy nebo teritorium, ... ). Konfliktni
neznamend nutné, Ze hradéi hraji proti sobé (takzvany antagonosticky konflikt), ale
pouze to, ze se navzajem ovliviuji.

Teorie her se zjednodusSené feceno zabyva tim, jak méa hrac hrat, aby vyhral
(pfipadné prohrél co nejméné).

Abychom mohli povédét, jak se ma hra¢ zachovat, aby co nejvice ziskal, po-
trebuje védét, co je pro néj podstatné. Protoze v matematice se Spatné pracuje
s hodnocenim ,vyhrat dvé hrusky je o trochu lepsi, nez jedno jablko, a o hodné
lepsi, nez vyhrat kokos“, ohodnotime si vSechny mozné vysledné situace realnymi
¢isly tak, aby vyhodnéjsi situace méla vétsi ¢islo nez méné vyhodna. Napriklad po-
kud by se jednalo o sazky, mohli bychom za tato ¢isla vzit pfimo pocet vyhranych
nebo prohranych korun.

Par pojmii

(1) hra¢ — ucastnik hry.

(2) strategie — predpis pro hrace, jak se zachovat. Kazdy hra¢ mize mit celou
mnoZinu strategii, samoziejmé klidné jinych nez soupefi.

(3) optimdlni strategie — strategie, kterd hraé¢i prinese nejvétsi zisk.

(4) vyplatni funkce — udava zisk nebo ztratu? konkrétnitho hride. Zéavisi na
zvolenych strategiich vSech hraci.

(5) raciondlni hrdc¢ — chova se tak, aby dopadl co nejlépe. Obecné hréci inteli-
gentni byt nemusi a mohou se rozhodovat napf. na principu nahody.

(6) hra s dplnou/neuplnou informaci — velmi dilezité je také, zda maji hraci
veskeré dostupné informace ve hie, ¢i jen ¢ast, nebo dokonce zadné. Pri-
padné védi-li, ze i ostatni védi. Viz prvni ptiklad.

(7) kooperativni/nekooperativni hra — v kooperativni hie se hra¢i mohou pfe-
dem domlouvat, piipadné se délit o zisky. V nekooperativni hie nesméji
ani jedno.

2Ztrata je vlastné jen zisk s minusem. (-;
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Priklad 1. Dva hraci, Xenie a Yetti, hraji nasledujici hru. Oba si nezavisle na
sobé vyberou prirozené cislo od 1 do 10, napisi je na papirek a poté své volby
zvefejni. Je-li soucet obou sudy, dostane Xenie od Yettiho korunu, v opa¢ném
pripadé mu korunu da ona.

(1) Jakou strategii Yettimu poradite, aby nebyl oskuban? (hraje se nekone¢né
krat)

(2) Jak se hra/strategie zméni, pokud Xenie smi vybirat pouze sud4 ¢isla a
Yetti to nevi? (hraje se jednou)

(3) Jak se hra/strategie zméni, pokud Xenie smi vybirat pouze suda ¢isla a
Yetti to vi? (-: (hraje se jednou)

Hry v explicitnim tvaru

Jsou hry, ve kterych se hraci stfidaji ve volbé strategii, predpoklada se, ze vSichni
hradi jsou racionalni. K témto hram teoreticky?® lze nakreslit ,rozhodovaci strom*,
coz je graf, jehoz uzly jsou stavy, ve kterych se hra muZe nachazet, a hrany jsou
mozné tahy hraci.

Priklad 2. Tii zdkonodarci hlasuji o tom, maji-li si zvysit platy. VSichni tfi si
zvysSeni preji, ale hlasovani je verejné, takze toho, kdo bude hlasovat pro, ceka
ztrata obliby u voli¢ti v hodnoté c. Prospéch ze zvyseni platu je b, b > c. Hlasuji-li
postupné a oteviené, je lepsi volit jako prvni, nebo jako posledni?

Hry v normélnim tvaru

Jsou hry, kde kazdy hra¢ ma na vybér jen konecéné strategii. VSechny mozné vy-
sledky je tedy mozné zapsat do (vicerozmérné) tabulky. My se budeme zabyvat
jen hrami dvou hracd, takovym se fika dvojmaticové. Prvné jesté dvé definice:

Definice. Necht je ddna neprdzdna n-prvkova mnozina Q = {1,2,...,n}, n
mnozin S1,59,...,5, a n redlnych funkci uy,us,...,u, definovanych na kartéz-
ském soucinu Sy x Sg X - -+ X Sy,. Hrou n hra¢t v normalnim tvaru (HNT) budeme
rozumét uspofadanou (2n + 1)-tici

(Q; 51,52, .., Sn;u1(S1, -y 8n)y e oy Un(S1, ..., 8n)).

Mnozinu (Q nazveme mnozinou hrac¢t, mnozinu S; nazveme prostorem strategii
hréce i a funkci u;(s1, ..., S,) nazveme vyplatni funkei hrace i. Je-li hodnota vy-
platni funkce pro daného hrace kladna, hovorime o zisku, je-li zaporna, hovorime
o ztrate.

3Teoreticky proto, ze napiiklad pro Sachy by graf dosahoval obfich rozméri a pro praktické
Gcely by byla nutné optimalizace.
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Definice. Dvojice strategii (s*,t*) se nazyva rovnovazny bod, pravé kdyz plati:
up (s, t*) < wuqi(s*,t*) pro kazdé s € S

a zaroven
uz(s*,t) < ug(s*,t") pro kazdét € T.

Neboli rovnovazny bod je takova dvojice strategii, u které se ani jednomu hraci
nevyplati jednostranné odchyleni. Rovnovazny bod nemusi byt vzdy optimalnim
feSenim (viz pfiklad 5). A v ryzich strategiich nemusi dokonce ani existovat (pfiklad
1.1), nebo jich mize existovat vic (ptiklad 6). Pokud ale povolime tzv. smisené
strategie*, pak rovnovazny bod vzdy existuje.’

Priklad 3. Dvé firmy se uchéazi o dvé stavebni zakazky vypsané jednim tifadem,
velkou (za 15 miliont) a malou (za 9 miliont). Firma v obélce posle, zda si preje
pracovat sama na velké, sama na malé nebo spolupracovat na obou. Ufednik poté
rozdéli zakazky podle nasledujicich pravidel:

(1) Pokud o né&jakou zakdzku projevila zdjem pouze jedna firma, dostane ji
celou.

(2) Pokud obé firmy projevi zdjem o stejnou zakazku a o druhou zadna, budou
kooperovat na obou a rozdéli se rovnym dilem. Stejné tak nabizeji-li obé
spolupraci.

(3) Pokud se jedna z firem uchazi pouze o jednu zakizku a druhd nabizi koo-
peraci na obou, ziska firma, kterd nabizi realizaci celé stavby 60% a druhé
40%, jde-li o velkou stavbu. Jde-li o malou, zisk4 firma, kterd nabizi celou
realizaci 80% a druhé 20%. Na zbyvajici zakézce si zisky déli naptl.

Co poradite majiteli?

Priklad 4. V chlivku ziji dvé prasatka, tlusté a malé. Na jedné strané chlivku je
packa, po jejimz zmacknuti se trochu naplni korytko na druhé strané chlivku. Malé
prasatko nemd dost sil tlusté prasatko od korytka odstréit, kdezto tlusté prasatko
odstréi malé bez problémt. Zisky z jednotlivych strategii zachycuje nésledujici
tabulka. Tlusté prasatko voli fadky, jeho zisky jsou prvni ¢isla. Malé prasatko voli
sloupce a jeho zisky jsou druhé disla.

Kdo tedy bude sedét u koryta a kdo béhat a mackat?

strategie | stiskni paku sed u koryta
stiskni paku (8,-2) (5,3)
sed u koryta (10,-2) (0,0)

4Strategie, které pomoci pravdépodobnosti kombinuji ptivodni ryzi strategie.
5Existenci rovnovazného bodu ve smiSenych strategiich dokézal roku 1951 J. F. Nash, tzv.
Nashova rovnovdha.
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Priklad 5. (Véziiovo dilema)  Policie zatkla Ignice a Gustava a vyslyché je
o samoté tak, aby se nemohli domluvit. Pokud budou oba zapirat, dostane kazdy
dva roky za mensi prohresky, které jim policie umi prokazat. Pokud jeden druhého
udé a druhy bude mlcet, dostane udavaé pouze 1 rok a druhy dostane 10 let. Pokud
se oba udaji navzajem, dostanou po péti letech. Co je optimalnim FeSenim této
situace a jaky je rovnovazny bod?

P¥iklad 6. (Manzelské dilema) Manzelé se rozhoduji, kam veder piijdou. Zena
by rada na box, kdezto muz do opery. Oba ale budou spokojenégjsi, kdyz budou
spolu, nez kdyz bude kazdy jinde, viz tabulka (Zena voli sloupce, muz fadky). Jak
byste jim poradili, nesméji-li se predem domlouvat?

strategie | box opera
box (1,2) (0,0)
opera (0,0) (2,1)

Specidlnim pfipadem her v norméalnim tvaru je antagonisticky konflikt dvou
hrdcéii. Oba hréaci hraji pfimo proti sobé a zisk jednoho se rovna ztraté druhého.
Vyznacuje se tim, ze pfislusna matice mé konstantni soucet v kazdém poli. Proto
se témto hram fika rovnéz s konstantnim souctem. Takové hry jsou nutné nekoo-
perativni. Patifi sem priklady 1, 3 a 4.

Zavér

Teorie her ptivodné vznikla zejména pro modelovani situaci v ekonomii (slavny
matematik John Forbes Nash ziskal Nobelovu cenu za ekonomii v roce 1994 praveé
za vyzkum v teorii her), ovSem velmi dobré uplatnéni nalezla jak v evoluéni biologii,
tak ve spousté dalsich oborti. Je to velmi bohata disciplina a toto byla jen mala
ukazka. Pokud bys chtél/a védét vic, muzes zacit tieba s knizkou [2]. Je psand
zejména pro biology, tedy se nemusis bat, Ze by v ni matematika byla vysvétlovana
prilis slozité.
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