Teorie grafu

| Sérka Stépanovd

V této prednésce bych rdda ukéazala ¢im vSim se tato teorie zabyva, nebudeme
tedy zabihat do detaild a hlubokych vysledkti. Nésleduji definice (ne vSechny bu-
deme na prednésce potfebovat) a lemmata a véty (ne vSechny budeme na prednésce
dokazovat).

Zakladni definice

Definice. Graf G (obycejny neorientovany) je uspoiddana dvojice (V, E), kde V je
mnozina vrcholii a E C (‘2/) ={{z,y}:z,y e V,x # y}.

Definice. Podgraf G' = (V', E’) grafu G = (V,E): G’ je graf, V' CV, E' CE.

Definice. Cesta (délky n) v grafu je podgraf: V ={1, ..., n+1}, E = {{i,i+1}; i =
1, ..., n}.

Definice. Kruznice (délky n) v grafu je podgraf: V. ={1, ...,n}, E = {{i,i+1}; i =
1, ...,n—=1}U{1,n}.

Definice. Pdrovini E': E' C E, Vey, e3 € E' ene’ = (). Maximalni parovani: |E’|
je maximalni.

Definice. Grafy G = (V,E) a G’ = (V', E’) jsou stejné (izomorfni) pokud existuje
zobrazeni f : V — V' prosté a na tak, ze {x,y} € E pravé tehdy, kdyz {f(z), f(y)} €
E'.

Specialni grafy

e Uplny graf Kp: V ={1, ...,n},E = (‘2/)

e Bipartitni graf: Existuji neprazdné Vi, V5 tak, ze ViUV =V, V1 NVa =0, E C
{{’Ul,’ug} v € Vi,u9 € VQ}.

e Uplny bipartitni graf Kmn: V = {u1, ...,un} U{v1, ...,vm}, B = {{us, v} -
i=1,...,n,v=1, ..., m}
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Jiné typy graf

Neorientovany se smyckami: E C ( JUly = {{z,y}: z,yeV}
Obycejny orientovany: E CV x V\ Ay ={(z,y): =,y €V, = #y}.
Orientovany se smy¢kami: E CV x V ={(z,y): z,y € V}.
Multigraf: Z jednoho vrcholu do jiného muze vést i vice hran.
Ohodnoceny graf: G = (V, E,v),v: E — R.

Charakteristiky grafu
e Stupen vrcholu x: deg ¢z je pocCet hran, jejichz jednim prvkem je x.
e Skére grafu G = (V,E), V={z1, ..., zn}: deggz1, ..., deggTn.

Definice. Posloupnost je grafova, existuje-li graf, pro ktery je dana posloupnost
skore.

Véta. Pro kazdy graf G = (V, E) plati: ) oy deggz =2 - |E|.

Duasledek. Pro kazdy graf je pocet vrcholu lichého stupné sudé cislo.

Véta. Necht s, ..., sn je posloupnost prirozenych cisel takova, ze s1 < sg < -++ <
sn, n>2, 1 <s; <n—1. Tato posloupnost je grafova pravé tehdy, kdyz posloupnost
so—1, ..., Ss;+1— 1, Ss;42, ..., Sn je grafova.

Véta. (Ramseyova, specidlni pfipad) Necht |V| > 6. Pak v G existuje trojuhelnik
nebo 3 nezavislé vrcholy.

Souvislé grafy

Definice. Graf G nazveme souvisly, pokud pro kazdé dva jeho vrcholy x,y existuje
sled zacinajici v x a koncici v y.

Definice. Sledem rozumime posloupnost xg, l1, =1, l2, ..., ln, zn, kdex; €V, [; =
{xi_l,mi} € k.

Definice. Tahem rozumime sled, pro ktery navic plati l; # l;, pro i # j.

Definice. Cestou rozumime tah pro ktery navic plati x; # x;, proi # j.
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Polnika '00

Definice. Komponentou souvislosti grafu G rozumime kazdy jeho maximalni sou-
visly podgraf.

Lemma. Graf je souvisly pravé tehdy, kdyz mezi kazdymi dvéma vrcholy existuje
cesta.

Véta. Necht G = (V, E) je souvisly. Pak |E| > |V| — 1.

Stromy

Definice. Stromem rozumime souvisly graf bez kruznic.

Definice. Listem rozumime kazdy vrchol stupné 1.

Lemma. KaZdy (netrividlni) strom mé alespori 2 listy.

Definice. Kostra grafu je strom, ktery je podgrafem se stejnou mnozinou vrcholi.
Véta. Necht G = (V, E) je strom. Pak |E| = |V| — 1.

Véta. Pro G = (V, E) jsou ndsledujici podminky ekvivalentni:

(1) G je strom.

(2) Kazdé dvojice vrcholii v G je spojena pravé jednou cestou.

(3) G je souvisly a odstranénim libovolné hrany vznikne nesouvisly podgraf.

(4) G neobsahuje kruznici a pfiddanim libovolné hrany vznikne v grafu G kruznice.

Rovinné grafy

Definice. Rovinnym grafem rozumime graf, pro ktery existuje alespon jedno jeho
nakresleni do roviny, ve kterém se neprotinaji zadné jeho dvé hrany.

Definice. Sténa grafu je ¢ast roviny ohrani¢ena hranami, ktera je minimalni.
Véta. (Eulerova formule)  Pro kazdy rovinny graf plati: |V| — |E| + s(G) = 2.
Dusledek. Necht |V| > 3. Pak |E| < 3|V| — 6. Tedy K5 neni rovinny.

Dusledek. Nechf G neobsahuje trojuhelnik a [V| > 3. Pak |E| < 2|V|—4. Tedy K33
neni rovinny.
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Duasledek. Kazdy rovinny graf obsahuje alespon jeden vrchol stupné nejvyse 5.

Barevnost grafu

Definice. Barevnost x(G) je minimalni podet barev potfebnych k obarveni vrcholi
grafu G tak, aby vrcholy spojené hranou méli riznou barvu.

Véta. Kazdy rovinny graf ma barevnost nejvyse 5.

Eulerovské a Hamiltonovské grafy

Definice. Eulerovsky graf je homomorfni obraz kruznice délky |E|.
Definice. Hamiltonovsky graf je obsahuje kruznici délky |V|.

Véta. Graf je eulerovsky pravé tehdy, kdyz je souvisly a stupné vSech vrcholi jsou
sudé.
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