Serial — Teorie ¢isel

Kongruence

Béhem celého naseho povidéani o teorii ¢isel se budeme drzet obvyklého znaceni. Pro pripome-
nuti: Mnozinu pfirozenych ¢isel budeme oznacovat pismenem N (tj. N = {1,2,3,4,... }), mnozinu
celych ¢isel pismenem Z, racionalnich Q, redlnych R. Nejvétsi spolecny délitel ¢isel a, b € Z bude
znaden (a, b). Vlastnost, ze a déli b (resp. b je ndsobkem a), budeme zapisovat alb (to znamena,
Ze existuje q € Z takové, ze b = aq).

Dnes se budeme zabyvat vlastnostmi kongruenci. Za¢néme definici.

Definice: Necht a,b € Z, m € N. Pokud plati m|(b—a) , zapisujeme tuto skute¢nost symbolem
a =b (mod m), éteme ,a je kongruentni s b pfi modulu m*. Uvedeny vyraz se nazyva kongruenct
a neznamend tedy nic jiného nez, ze ¢islo m déli rozdil (b — a). Pokud a = b (mod m), nazyva se
m modul a ¢islo b zbytek od a pfi modulu m. Misto zapisu a = b (mod m), budu obc¢as pouzivat
téz a =b (m).

Lidsky 1ze uvedenou definici téz preformulovat takto: dvé ¢isla a, b jsou spolu kongruentni pfi
modulu m, pokud davaji pfi celocCiselném déleni cislem m stejny zbytek.

Priklad: Pfimo z definice vidime, Ze 20 = 11 (mod 9), —12 =2 (mod 7),...

Uvédomme si, ze a = b (mod m) neznamend rovnéz nic jiného, nez ze existuje ¢ € Z takové,
7ze a = b+ q - m. Na zakladé tohoto pozorovani jiz snadno nahlédneme, ze kongruence spliiuje
vlastnosti uvedené v nasledujicim lemmatu:

Lemma 1: (a) Pokud a=b (m)ac=d (m), paka+c=b+d (m) a ac =bd (m);

(b) Pokud a =b (m) a dlm , pak a = b (d);

(c) Pokud a =b (m), a = aod, b =bod a (d,m) =1, pak ap = bo (m).

Diikaz: (a) Predpoklady a = b (m) a ¢ = d (m) znamenaji dle definice, ze m|(b—a), m|(d—c),
tedy existuji celd cisla k, [ takova, ze b —a = km a d — ¢ = Ilm. Proto
(b+d)—(a+c)=(b—a)+ (d—c)=(k+1)m, neboli m|((b+d) — (a+ ¢)) ; obdobné

bd — ac = bd — bc + bc — ac = b(d — ¢) + ¢(b — a) = blm + ckm = (bl + ck)m, tj. m|bd — ac ;
proto a+c=b+d (m), ac =bd (m).

Dtikaz ¢éasti (b), (c) ponechavame ¢tenéri jako cviceni.

Dle lemmatu 1 tedy vidime, ze kongruence lze mezi sebou scitat, nasobit a za jistych predpo-
kladt délit ¢islem. Necht nyni je m € N, uvazujme m ¢isel 0,1,2,...,(m —1). Je-lia € Z, je a
kongruentni s pravé jednim z éisel 0,1,2,...,(m — 1) pfi modulu m, vSechna celd ¢isla mizeme
tedy rozdélit do m dijsunktnich skupin podle toho, se kterym z ¢&isel 0,1,2,...,(m — 1) jsou
sledovana ¢isla kongruentni.! Vybereme-li nyni z kazdé skupiny po jednom ¢&islu, dostavame sys-
tém m cisel, ktery nazyvame upiny systém zbytku pri modulu m. Vybereme-li z Gplného systému
zbytktd pfi modulu m pouze ta cisla, ktera jsou nesoudélnad s m, dostavame systém, ktery nazy-
vame redukovany systém zbytku pri modulu m. Pocet Cisel tvoricich redukovany systém zbytka

Do prvni skupiny dame ¢&isla davajici pii déleni m zbytek 0, do druhé ta, kterd davaji zbytek
1, do t¥eti ta se zbytkem 2, ..., do m-té ¢isla, kterd pfi déleni m daji zbytek (m — 1).



pfi modulu m se oznacuje jako ¢(m). Funkce ¢, kterd kazdému m pfifazuje p(m), se nazyva
Eulerova funkce.?

Priklad: Nechf m = 12. Uplnym systémem zbytkt pii modulu m je naptiklad systém 0,1, ..., 11,
alei —7,-5,-2,0,1,2,3,6,8,9,11,16. Redukované systémy zbytkd jsou napt. 1,5,7,11, nebo
—7,—5,1,11 a tedy ¢(12) = 4 (coz ndm dava i vztah uvedeny v poznamce).

Lemma 2: (a) (Bulerova véta) Pokud (a, m)=1, pak a¥(™) =1 (mod m).

(b) (Fermatova véta) Je-li p prvocislo, pak a? = a (mod p).

Drikaz: (a) Necht c1,¢2,. .., Cp(m) je redukovany systém zbytkii pii modulu m, pak také aci,acz,
-+, ACu(my je redukovany systém zbytkd pti modulu m (nebot (ac;,m) = 1, protoze (c;,m) =
= 1; a kdyby pro né&jaké i # j bylo ac; = ac; (m), pak by muselo dle lemmatu 1(c) byt
t€z ¢; = ¢; (m), coz nelze). Proto pro kazdé c¢; existuje pravé jedno ac; s nim kongruentni.
Mame tedy ¢(m) kongruenci ¢; = ac;j (m), kde i, j nabyvaji hodnot 1, 2, ..., ¢(m), kazdou
pravé jednou. Vynasobenim téchto kongruenci dle lemmatu 1(a) dostaneme ci -ca - .. .- Co(m) =
aci - acy - ... acy(my (mod m), coz po zkraceni Cisla cico ... cy(m) (podle lemmatu 1(c)), déava
dokazovany vztah.

(b) Snadny disledek ¢asti (a). Rozebereme pfipady pla a (p,a) = 1. V druhém si pak uvédomime,
Ze pro prvodislo p je p(p) =p — 1.

Priklad: Na zakladé Eulerovy véty spoéitame zbytek ¢isla 12121 pii déleni ¢islem 18. Jde

vlastné o to najit takové nezdporné z mensi nez 18, pro které 121121 = 2 (mod 18). Eulerova
funkce ¢(18) = 6 a jeliko# ¢&islo 121 je nesoudélné s Eislem 18, mame z Eulerovy véty® 1216 =1
(mod 18), proto po jednoduchych tGpravach méame

121121 = 121620 . 121 = 121 = 13 (mod 18),
proto hledany zbytek je 13.

Jak vidime, Eulerova véta je pomérné Géinny nastroj pro upravovani kongruenci obsahujicich
mocniny a p¥i feSeni uloh, které na takové kongruence vedou (nap¥. hledéni poslednich éislic
mocnin (nejen v desitkové soustavé) atd.). Nyni bude nasSe povidani sméfovat k dikazu tvrzeni,
které ndm usnadni FeSeni obdobnych uloh s faktorily.

Lemma 3: Necht f je polynom stupné n proménné z, p prvoéislo. Pak kongruence f(z) =
0 (mod p) mé maximalné n vzajemné nekongruentnich feseni?, nebo jsou vsechny koeficienty
polynomu f kongruentni s nulou podle modulu p.

Diikaz: Indukei podle stupné polynomu, prenechédvame Ctenari.

Lemma 3 se v literatufe Casto nazyva Lagrangeova véta. Poznamenejme, ze pro neprvociselny
modul jiZ tvrzeni neplati. Napiiklad pro polynom druhého stupné f(z) = z? — 1 m4a kongruence
f(z) = 0 (mod 8) &tyii FeSeni 1, 3, 5, 7 (to vlastné znamena, ze druhd mocnina libovolného
lichého ¢&isla je tvaru 8k + 1). Na zdkladé Lagrangeovy véty nyni dokdZzeme vétu Wilsonovu.

Lemma 4: (Wilsonova véta) Pokud p je prvoéislo, pak (p —1)! = —1 (mod p).
2Zname-li rozklad &sla m na prvoéinitele m = p{'p3? ...pl", (¢; € N), mfizeme Eulerovu
funkci p(m) vypocist pomoci vztahu ¢(m) = m(1 — i)(l — é) (1= pi) Dikaz tohoto

prenechavame laskavému Ctenafi jako cviceni. Uvédomte si pfi tom, ze pro dané m vyjadfuje
¢ (m) pocet prirozenych ¢isel mensich nez m a s m nesoudélnych.

3V Eulerové vété pokladame a = 121, m = 18

4To znamena, ze kdyz vezmeme libovolny uplny systém zbytkt pii modulu p, nejvyse n &isel
z tohoto systému spliuje po dosazeni za  uvedenou kongruenci.



Dikaz: Pokud p = 2, dostaneme vysledek pfimym dosazenim. Pokud p > 2, pak uvazujme
polynom h(z) = 2P~ 1 —1—(z —1)(z—2)...(z —p+1). Podle Fermatovy véty (Lemma 2(b)) je
kazdé z,1 < x < (p — 1) FeSenim kongruence h(z) =0 (mod p), ale polynom h ma stupen mensi
nez (p—1), proto musi byt vSechny koeficienty polynomu h kongruentni s nulou podle modulu p.
JelikoZ p je liché, je absolutni ¢len polynomu h roven —1 — (p — 1)!, proto —1 — (p — 1)! = 0(p),
coz jsme v podstaté chtéli.

Wilsonovu vétu lze samoziejmé (jako vétsinu matematickych tvrzeni) dokdzat i jinymi po-
stupy. Trochu pfirozenéjsi diikaz dostaneme vyuzitim teorie kvadratickych zbytku. Lze ho (stejné
jako v8echny zde uvedené poznatky) nalézt v libovolné ucebnici elementérni teorie ¢isel. V loti-
ském roc¢niku seminaie byla v FeSeni tfeti série tato diikazova technika ukéazana, a proto jsem zde
volil tuto trochu , méné pfirozenou“ variantu diukazu.

Diofantické rovnice

Teorie ¢isel je jednou z nejstarsich ¢asti matematiky. Proslula je pfedevsim spoustou problém,
které se daji sice tak snadno formulovat, ze jejich zadani pochopi bez obtizi i zak zakladni skoly,
partii teorie ¢isel je bezesporu studium diofantickych rovnic, tj. rovnic, které chceme fesit v ce-
Iych ¢islech. A pravé témi se dnes budeme zabyvat. Oproti minulému dilu seridlu bude dnesni
¢ast trochu vice upovidand, chtéli bychom vsak timto trosku ukazat, v ¢em tkvi kouzlo této ma-
tematické discipliny. Nebudeme se tady tedy snazit budovat zadnou teorii, ale vSe si pokusime
vysvétlit na prikladech.

Piiklad: Budeme hledat takova piirozend é&isla x, y, pro ktera plati 322 — 7y2 = —1.

Mame tedy v prirozenych cislech vyftesit jistou rovnici. Prvni otézka, kterd by nas méla
napadnout, je, zda-li viibec néjaka takova fesSeni existuji. Kdyz vSak budeme za x, y postupné
dosazovat mala cCisla, snadno zjistime, ze © = 3, y = 2 jsou FeSeni nasi rovnice. Takze néjaka reseni
jsme nasli. Na fadé je hned dalsi otazka: Existuji néjaka dalsi Feseni a kolik jich dohromady je?
Odpovéd na tento problém zavisi zna¢né na konkrétni diofantické rovnici. Mtizeme mit rovnice,
které nemaji zadné feseni, ¢i jich maji kone¢né, nebo nekonecné mnoho. Nase zadana rovnice je
ptrikladem posledné zminénych. To nahlédneme drobnym trikem: Vyjdeme z identity

3(55a + 84b)2 — 7(36a + 55b)% = 3a? — 72,

kterou snadno ovérime upravou vyrazu vlevo. Kdyz tedy prirozend cisla z = a a z = b spliuji
rovnici 322 —7y? = —1, pak ji spliwuji i &isla & = 55a+84b a y = 36a+55b. Takze z jediného feseni
z = 3 a y = 2 dostaneme postupné nekonecné mnoho feseni nasi rovnice. Na mysli ndm hned
vyvstanou dalsi otédzky: Pfedné, jak nalézt pouzitou identitu?® A téz, jestli jsme nasli viechna
FeSeni nasi rovnice? Ty vSak ponechame nezodpovézeny.
Piiklad: Ukazeme, Ze rovnice 22 = 3 — 82 + 2y2 nema feSeni v celjch z, y, z.

Asi nejptirozenégjsi pristup k feSeni této tlohy je sporem. Predpokladame, ze néjaké Feseni
mame a odvodime spor. K tomu ucelu je dost ¢asto dobré pocitat obé strany zadané rovnosti

5Celé nase feseni bylo zaloZeno na jisté ,z nebe spadlé“ identité, kterou sice roznasobenim
snadno ovérime, ale objevit ji se mize na prvni pohled zdat znac¢né tézké, ¢i pfimo nemozné.
Kdyz vsak vime, v jakém tvaru mame danou identitu ocekavat, neni to jiz takovy problém, jak
se muzeS sam presvédcit pii FeSeni tlohy 5, kterad je nasi puvodni tloze docela podobné, a tak
u ni lze ocekavat i identitu podobného tvaru.



modulo néjaké cislo. V nasem pripadé muzeme postupovat napriiklad takto: Dle prikladu uve-
deného za lemmatem 3 v minulé &asti serialu vidime, ze 2 = 0,1,4 (mod 8) (tzn. leva strana
nasi rovnice dava pfi déleni osmi jeden ze zbytka 0,1, nebo 4). Pokud je y sudé, pak pro pravou
stranu 3 — 8z +2y2 = 3 (mod 8), coz nelze. Pokud je y liché, pak 3 — 8z +2y? =5 (mod 8), coz
opét neni mozné, nebot leva strana ani zbytek 3, ani zbytek 5 pfi déleni ¢islem 8 nemutze nikdy
dat.

V predchéazejicim priklad€, jsme ukazali jeden ze zpusobi, kterak ukazat, ze danad rovnice
nema zadné FeSeni. Dalsim zpusobem a v teorii ¢isel pomérné rozsifenou metodou je tzv. (Fer-
matova) metoda nekoneéného klesani, anglicky ,method of descent (dale (FMD)). Co se pod
tim nazvem skryva si asi nejlépe vysvétlime na piikladech, viz dikaz lemmatu 5 a dale. Zde si
fekneme jen hlavni myslenku této metody: Mame-li dokazat, ze néjaka diofantickd rovnice neméa
zadné Feseni, predpoklddame pro spor, ze néjaké feSeni ma, a vezmeme to, které je v néjakém
smyslu nejmensi. Postupné pak z tohoto reSeni zkonstruujeme jiné, které je v daném smyslu
jesté mensi, coz bude hledany spor. Pokud Ti to pfipadéd moc zatemnujici, tak snad na dale uve-
denych ptrikladech pochopis, co chtél basnik touto vétou fici. Diive vsak uvedeme jesté nékolik
motivacnich historickych poznamek.

Jednim z nejslavnéjsich problémi matematiky jest tzv. velkd Fermatova véta, coz je tvrzeni,
ze rovnice ™ + y"™ = 2" nema4 celociselna feSeni x, y, z, ryz # 0, pro n > 3. Tento poznatek si
v prvni poloviné sedmnéactého stoleti (1637) poznamenal Pierre de Fermat® pii studiu Diofantovy
Aritmetiky na okraj stranky. Myslel si, ze nalezl i jeho dtikaz, le¢ neuvedl ho. Tento problém pak
odolaval matematikiim po nékolik staleti, b€hem kterych podnitil rozvoj mnoha odvétvi ,,Cisté*
matematiky a az teprve pred tfemi roky ho pokoril Andrew Wiles.

Nasledujici lemma 5 nam ukazuje, ze velkd Fermatova véta plati pro n = 4. Kdyby totiz
neplatila, dostali bychom snadno spor s timto lemmatem. (Sdm si rozmysli proé.) Snadno téz
nahlédneme, Ze pokud Fermatova véta plati pro néjaké n = k, plati i pro jeho libovolny m-
nasobek, tj. pro n = mk. (Opét sporem.) Tim vidime, Ze sta¢i Fermatovu vétu dokazat pro licha
prvodisla a zbytek snadno vyplyva.

Poznamka (zatemniujici): Pripad n = 4 je asi jedind ¢4st velké Fermatovy véty s elementarnim
dtukazem. Nejobvyklejsi postup, jak dokazovat tuto vétu pro jind n = 3,5,7,11,..., je rozsifit
celd ¢isla na mnohem obecn€jsi mnozinu, ve které pak uz ptijde dokazat Fermatovu vétu pomoci
néjaké standartni metody (napfiklad (FMD)). Hlavni problém tohoto postupu pak je, ze v té
obecnéjsi mnoziné uz se nemusi cisla chovat tak slusné jako cela ¢isla.

Lemma 5: Rovnice 2% + y* = 22 nem4 feseni v celych &islech splitujici zyz # 0.

Myslenka dikazu: Zde si konkrétné ukazeme, co je to (FMD). Budeme predpoklddat, ze nase
rovnice je FeSitelna a Ze (z1,y1,21) je FeSeni takové, Ze z1y1 # 0 a z1 je kladné a nejmensi
mozné. Pak zkonstruujeme nové feSeni (z2,y2,22), kde 0 < 22 < 21, a tim ukdZeme, Ze nas
predpoklad byl chybny. To je v podstaté zakladni myslenka (FMD). Za predpokladu existence
feSeni vezmeme v néjakém smyslu nejmensi, a pak se z ného snazime kvuli sporu dostat jesté
mensi.

Vlastni dikaz: Muzeme predpokladat, Ze 1, y1, 21 jsou po dvou nesoudélnd (jinak bychom mohli
celou rovnici kratit), tj. (z1,y1) = (y1,21) = (21, 21) = 1. Pokud by ¢&isla z1 a y1 byla obé licha,
pak by 27 = 2} +y} =2 (mod 4), coz je nemozné, nebot druhd mocnina nemfize pii déleni &islem
Ctyfi davat zbytek 2. Takze muzeme brat bez ijmy na obecnosti z1 liché a y1 sudé; z toho plyne,
ze 1 Cislo z1 musi byt liché. Nyni si staci rozmyslet, ze pokud je ¢islo ¢ rovno ¢tyfem, nebo je to
liché prvoéislo, nemuze byt zaroven t|z1 — x% a tlz1 + x% , protoze to by po seCteni a odecteni

6Pierre de Fermat (1601-1665) — slavny francouzsky matematik, vlastnim povoldnim pravnik



uvedenych vztahtl postupné dévalo t|2z; a t|2z2 , coZ je spor s predpokladem (z1,21) = 1.
Tedy (21 — 22,21 + 23) =2 (). Jelikoz y = (21 — 22)(21 + 22), vidime,” Ze jeden z ¢initeld
(21 — 2%) a (21 + 22) je délitelny &islem 2 (ale ne &islem 4) a druhy je délitelny éislem 8. Proto
muizeme psat y1 = 2ab a déle bud

21 — 2% =20, 2z 423 =8b? (1) nebo 21 — 23 =8b%, 21 427 =244, (2)
kde v obou ptipadech a > 0, a je liché a (a, b) = 1. Pfipad (1) nemuZe nastat, protoze ode¢tenim
rovnosti bychom dostali 2 = —a* + 4b%, z ¢ehoz mame 1 = —1 (mod 4), nebot obé &isla z1

a a jsou lichd. Proto musi platit (2). Seftenim a ode¢tenim zde uvedenych vztahtt mame po
drobné tpravé z1 = a* + 4b%, kde 0 < a < 21, a 4b* = (a? — x1)(a® + z1). Jelikoz (a,b) = 1,
méme z posledniho vztahu téz (a,z1) = 1 a stejné jako pfi dikazu vlastnosti (©) nahlédneme,
ze (a2 — 1,02 + z1) = 2. Proto muzeme psat a? -z = 2;18% aa?+z = Zyg, kde b = z2y2.
Pokud polozime a = z2, pak se¢tenim rovnosti a? — z1 = 2:v‘21 aa?+z = 2y§ dostaneme vztah
z% = x% + y%, kde 0 < 22 < z1. Zkonstruovali jsme tedy feSeni nasi rovnice s kladnym z = z3
mensSim nez nejmensi takové z, coz je hledany spor popsany v myslence diukazu.

Diive nez si ukdzeme jesté jeden piiklad na pouziti (FMD) (viz lemma 7), pfipomeneme
si jesté jedno znamé tvrzeni, které nam v podstaté popisuje vSechny pravouhlé trojuhelniky
s celodiselnymi délkami stran a které nam téz ik, ze pro n = 2 ma diofantickd rovnice vyskytujici
se ve Fermatové vété nekone¢né mnoho feseni.

Lemma 6: Vsechna feSeni diofantické rovnice x2 + y? = 22 spliujici podminky = > 0, y > 0,
(z,y) =1, 2|z, 2z > 0 jsou tvaru x = 2ab, y = a®> —b%, 2z = a? + b2, kde a,b jsou &isla
opac¢né parity (jedno sudé a druhé liché) a (a,b) =1, a>b>0.

Dtikaz tohoto lemmatu ponechavame ¢tenéri. V lonském ro¢niku seminafe byl rovnéz uveden
v FeSeni tlohy &islo 4 prvni série. Na zakladé lemmatu 6 1ze pomoci (FMD) dokazat téz lemma 5,
jak se v mnoha knihach bézné ¢ini. Zkus si tento dikaz sam rozmyslet. Dukaz, ktery jsem uvedl,
lemma 6 trochu obchazi. S jeho pomoci si v8ak miZzes sdm vyzkouset (FMD) rovnéz na diukazu
nasledujiciho lemmatu 7.

Lemma 7: Neexistuji zddna dvé pfirozena cisla takova, ze soucet i rozdil jejich druhych mocnin
jsou opét druhé mocniny prirozenych cisel.

Ndvod na dikaz: Zkus pro spor predpokladat, Ze takova x, y existuji, tj. 22 +y? = 2z
pro néjaka piirozena z, t, a vezmi takovou dvojici x, y, pro kterou je z2 + y? nejmensi mozné.
Seétenim uvedenych rovnosti snadno dostanes 22 = (ZTH)2 + (ZTft )2. Nyni si sta¢i rozmyslet, kdy
Ize na posledni vztah aplikovat lemma 6 a vyloucit ostatni pfipady. Pak jiz staci zkonstruovat
takova xg, yo prirozend, kterd jsou rovnéz reSenim nasi tlohy a pro ktera x% + yg < 22 + 92
To je hlavni myslenka dikazu zalozend na (FMD), k jeho provedeni je vSak potfeba jesté trocha
pocitani jako v dikazu lemmatu 5.8

2402 ¢2 =42

"Na tomto misté pouzivame obrat, ktery je v teorii &isel Gasto pouzivany. Zjednodusené Feceno,
dojdeme-li pfi Feseni podobnych typt diofantickych rovnic ke vatahu ab = ¢? pro néjaka piirozend
¢isla a, b, ¢, staci si rozmyslet, jestli jsou ndhodou cisla a, b nesoud€lna. Pokud ano, musi byt ve
tvaru druhjch mocnin pfirozenych ¢&isel, tj. existuji pfirozend z, y, ze plati a = z2,b = y?
(snadno si rozmyslis, proc), coz se nam leckdy mutize hodit. Tieba pfi feSeni tlohy 6 Ti mohou
byt podobné uvahy uzitecné. V nasem konkrétnim ptipadé sice pouzivame trosku obménény
postup (pro ¢tvrté mocniny), ale zakladni myslenka je stejna.

8Vlastni dikaz lemmatu 7 je ponechan na Tobé. Pfi feSeni tloh serialu viak miizes toto lemma
pouzivat bez dikazu. Naptiklad pfi feseni tlohy 6 se Ti muze hodit.

(Pokud by se Tiis uvedenym navodem lemma 7 nepodafilo dokazat, nenech se tim odradit (on
ten navod je mozna trochu struény), samotné priklady seridlové série jsou mnohem jednodussi.



Ukéazali jsme nékolik jednoduchych postupt, kterak fesit diofantické rovnice. Mozna Ti to
pripada trochu chaotické, ale obecnou metodu na feseni takovychto rovnic nemame. Pro jisté
speciadlni typy rovnic samoziejmé byly vytvoreny celé teorie, postupy a metody, jak na né, ale to
by presahovalo ramec tohoto textu.

Retézové zlomky

Ackoliv je teorie ¢isel jednou z nejstarsich matematickych disciplin, sklddala se po dlouhé
véky jen ze smésice zdanlivé izolovanych vysledku. Jisty fad ji vdechnul az genialni Carl Friedrich
Gauss,” ktery v roce 1801 ve svych Disquisitiones arithmeticae shrnul viechna mistrovska dila
svych predchidct v teorii ¢isel a obohatil ji v takové mire, Ze tento ¢in muzeme sméle datovat
za pocatek moderni teorie Cisel. Ta je sama o sobé védou znac¢né rozsdhlou a neni v moznostech
naseho serialu se ani zminit o vSech oblastech, které zkoumda. Pro nase posledni povidani jsem

zlomcich lze p€kné demonstrovat, jak rizné oblasti teorie Cisel spolu souviseji.

Pro tplnost se na tomto misté dohodnéme, ze pro o € R budeme symbolem | o] znacit (dolni)
celou Cast €isla a, tj. |a| je nejvétsi celé ¢islo mensi nebo rovno nez a; a symbolem {a} budeme
znadit zlomkovou ¢éast ¢isla a, coz je ¢islo z intervalu (0, 1), pro které plati {a} = o — |«].
Priklad: Cela ¢ast ¢isla 11.56 je 11 a jeho zlomkova ¢ast je 0.56.

Necht nyni a je kladné realné ¢islo. Polozme ¢1 = ||, pokud {a} # 0, mizeme psit a = q1 + a—ll,
kde a1 = ﬁ Nyni mizeme pro a1 opakovat postup uvedeny pro «. To znamena: polozime
g2 = |a1| a pokud zlomkova ¢ast {a1} # 0, lze psat a1 = g2 + a%, kde ag = {a—ll}, tedy

1
qz-‘r(%z
a3, a zase muzeme nas postup aplikovat na ag . ...

dohromady mame a = q1 + . Opakovanim uvedeného postupul® pro as dostaneme g3 a

Celkem tedy dostaneme po n krocich naseho po-
stupu, pokud se nas postup nezastavi diive (tedy Pokud se uvedeny postup zastavi, tj. pro néjaké
pokud pro kazdé i < n je {a;} # 0), zapis ¢isla n nastava {an } = 0, dostavame vyjadieni ¢isla

« ve tvaru: « ve tvaru konecného retézového zlomku:
+ ! + !
o = o =
q1 j 1 q1 R 1
q2 1 q2 R 1
1 1 1

qn—1 + e
b 1
qn qn—1+ —
n dn

9Carl Friedrich Gauss (1777 — 1855) — jeden z nejvyznamnéjsich matematiki v d&jinach,
zasahoval vSak s Uspéchem i do jinych véd (astronomie, fyzika, geodézie, ... ), k matematice
vSak vzdycky choval velice viely vztah, nazyval ji totiz ,kralovnou vSech véd“ a teorii Cisel pak
Hkralovnou matematiky“

10Tedy pokud je {az2} # 0.



Misto zapisu kone¢ného fetézového zlomku ve tvaru uvedeném vpravo budeme déale pro tsporu
mista pouzivat zapis a« = (¢1,¢2,93,---,qn). Pokud se vSak na$ postup nezastavi dostaneme
nekonecnou posloupnost prvki gn, nekoneény retézovy zlomek a piSeme o = (q1, 92,493, ..).

Je dobré si uvédomit, ze Cislo a je vyjadritelné ve tvaru konecného retézového zlomku tehdy
a jen tehdy, kdyz je uvedené ¢islo racionalni. Iraciondlnimu éislu prislusi vzdy Fetézovy zlomek
nekonecny.
Priklad: Naptiklad pro ¢islo % mame dle vySe uvedeného postupu % = (1,2,1,1,2), pro
iracionalni &islo v/2 jest v/2 = (1,2,2,2,...). Sami si pfepocitejte!

Necht « je kladné iraciondlni éislo, kterému tedy piislusi nekoneény fetézovy zlomek o =

= (q1,92,93,-..). Vezmeme-li prvnich k ¢lent v posloupnosti ¢n,n = 1,2,..., lze na na tyto
¢leny pohlizet jako na koneény fetézovy zlomek (q1,92,93,44,-..,qk), coZ je raciondlni ¢islo,
které oznacime %. Cislo % aproximuje v jistém smyslu velice dobfe ¢islo o, nazyvame ho

sblizenym zlomkem k Cislu a.

Pokud je ¢islo a kladné racionalni tvaru o = (q1, ¢2,¢3, - - -, gn) , definujeme pro k < n sblizené
zlomky stejnym zpusobem jako pro iracionalni .
Priklad: Iracionalni Ludolfovo &islo m = 3.14159265358979 ... ma Fetézovy zlomek tvaru 7w =
=(83,7,15,1,292,1,1,...), jeho n&kolik prvnich sblizenych zlomkdu je

% =3, ;,% = 22 = 3142857, g—g = 358 —3.141509.. ., % =355 = 31415929 .. ..
Opét si sami prepocitejte!
Poznamka: Jak vidime v pfedchozim piikladé, postupné ziskdavame stale lepsi pribliZzeni ¢isla
7 pomoci racionalnich ¢isel. Takto mizeme pomoci sblizenych zlomki aproximovat samozi‘ejmé

k

libovolné ¢islo a (nejen 7) a plati dokonce tato obecna véta: Hodnota sblizeného zlomku B, se

méné 1isi od hodnoty « nez hodnota kteréhokoliv jiného zlomku %, pro jehoz jmenovatele plati

q < By, tj. plati nerovnost , pokud je g < Bj,. Tedy ptiblizeni ¢isla o pomoci

a— ’g—’;‘ < ‘a -z
sblizenych zlomku jsou v jistém smyslu nejlepsi.

Priklad: Zkus si spocitat nékolik prvnich ¢lenid v fetézovém zlomku Eulerova ¢isla

e = 2,718281828 .... Po trose pocitani bys mél dojit k tomuto vysledku
e=(2,1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,1,10,1,1,12,1,1,14,...). To by ndm mohlo napovidat, ze fe-
tézovy zlomek ¢&isla e mé jisté snadno odhadnutelné zakonitosti (po sobé& jdouci sud4 ¢isla, mezi
kterymi jsou dvé jednicky). Tato skutecnost se da i dokdzat. V tom je tfeba rozdil ¢isla e od ¢isla
7, u kterého zadna podobné zakonitost nebyla nalezena. Podobnou i kdyz trochu komplikovanéjsi
zékonitost lze nalézt a dokazat i u &isla e2.

Ay

Lemma 8. Pro ditatele Ar a jmenovatele By sblizeného zlomku B—k' konecného tetézového
zlomku (q1,92,93,---,9n), (k< n), nebo nekoneéného retézového zlomku (q1, 492,93, ... ), plati
tyto rekurentni vztahy:
A1=q, Bi=1, A2 =qg2+1, B2=gqa,
Ap = qpAk—1 + Ag—2, By, = qixBk—1 + Br—2, k> 3. (%)

Dukaz: Matematickou indukei. Staéi si pov§imnout, jak sblizeny zlomek g—: ,vznika“ z predcha-
zejicich sblizenych zlomki. Pfenechavame Ctenari.

Na zékladé lemmatu 8 mizeme pocitat sblizené zlomky z predchazejich. Pfimym disledkem
tohoto lemmatu je téz nasledujici tvrzeni:

Lemma 9. P4 oznadend z lemmatu 8 a predchozich dvah mame (k > 2)

Ap Ap_ —1)k
(a) AxBr_1 — Ap_1 B = (-1)%; (b) HE— 5=t = 73131271;



(c) (Ag, Bp) = 1; (d) g+ < $2 <52 << g8 < gt <52
Dikaz: (a) Vyjdéme ze vztaht v lemmatu 8 oznacenych (*). Prvni z nich vynésobme éislem
By, _1, druhy ¢islem Ay _; a odectéme je. Dostaneme vztah

ApBr—1 — Ap_1Br = Ap_2Bi_1 — Ap_1Br_2 = —(Ap—1Br_2 — Ag_2Br_1).

Tedy nas vztah muzeme dokizat matematickou indukci: Pro & = 2 tvrzeni plyne pfimym do-
sazenim. Pfedpoklddejme nyni, Ze dokazovany vztah plati pro (k — 1), pak dle vySe uvedeného
vztahu AkBk—l - Ak—lBk = _(Ak—lBk—2 - Ak—2Bk—1) = —(—1)k_1 = (—1)k, tim je hotov
druhy indukéni krok.

(b) Vztah z (a) je pouze vydélen &islem BBy 1.

(¢) Plyne pfimo ze vztahu (a), ¢islo (Ag, By) musi totiz dle (a) délit ¢islo 1.

(d) Plyne z (b) a z Gtvahy podobné dikazu ¢asti (a). Rozmyslete si sami.

Poznamka: Dle lemmatu 9(b),(d) mlze ¢tenaf, ktery ma zakladni znalosti matematické ana-
lyzy, usoudit, ze hodnoty sblizenych zlomki nekoneéného fetézového zlomku (q1, g2, 4¢3, ... ) se ,v
jistém smyslu® blizi k jisté hodnoté . To ndm pak uz v jistém smyslu“ ospravedliuje smyslupl-
nost rovnosti v zapisu a = (q1, g2, . . . ). Pfesnymi formulacemi se v8ak na tomto misté nebudeme
zabyvat.

Poznamka: (pro naroénédjsiho ¢tenare) Zde se zminime o dvou péknych vzoreccich, ve kte-
rych budou figurovat fetézové zlomky v trochu jiném pojeti, nez v jakém jsme je dosud uvazovali.

Plati:
T 1 log 2 1
— = y fe) =
4 12 8
14

12

14 2

32

2+ 1+

52 32
72 I+ 42
1
24... +1+...

Pokusim se zde naznacit dikaz prvniho z téchto vzorecku, ktery byva nazyvan Brounckerovou
formuli a byl objeven jiz v roce 1655. Nejprve si samoziejmé musime uvédomit, co presné chceme
dokazovat. Tj. chceme ukézat, Ze limita sblizenych zlomki (snad je jasné, co tim zde minime) je

rovna pravé &islu 7/4. Snadno viak nahlédneme, Ze sblizeny zlomek konéici ¢islem (2n — 3)? se
. 4 1_ 1,1 _1 —pn-1 L o
da zapsat téz ve tvaru 1 — 5+ — 5+ -+ % Z toho a ze znamé!'! Leibnizovy formule

2+
2+

% =1- % + é - % + é — % + ... jiz snadno dostaneme dokazovany vztah.
Nyni se jesté vratime k retézovym zlomkum, jak jsme je na pocatku naseho povidani zavedli
a zminime se o jejich pouziti pfi feseni linedrnich kongruenci.
Definice: Kongruenci az =b (mod m) () nazyvame linedrni kongruenct s neznadmou z; pfitom
a,b € Z,m e N;m > 2. Cela ¢isla x, kterd vyhovuji této kongruenci, se nazyvaji jeji feseni.
Jestlize z je FeSeni kongruence (x), pak existuje nekonecné mnoho Feseni této kongruence ve
tvaru y = z+m-t,t € Z. Budeme tedy hledat pouze takova feSeni o, pro kterd 0 < zo < (m—1).

Takovych FeSeni je zjevné koneény pocet, ktery nam vycisluje nasledujici lemma 10.

1 eibnizovu formuli pro &islo /4 1ze dokédzat mnoha zptisoby, vétsinou pomoci metod ma-
tematické analyzy. Je celkem zajimavé, Ze tento vztah lze téz dokézat pomoci prostiedku teorie
¢isel a celkem jednoduse ho dostaneme jako dusledek teorie o poctu feseni diofantické rovnice
z2 4+ y? = n pro pevné ptirozené n. Jak je vidét, véechno nakonec souvisi se viim. (Pokud by Té&
tento dukaz uvedené poucky zajimal, ¢i cokoliv jiného, co jsme zde moc nerozvedli, klidné nam
napis a miZe se to objevit v zavérecnych komentarich.)



Lemma 10. Uvazujme kongruenci (x) a oznaéme d = (a, m), pak plati:

(a) Je-li d =1, pak (*) md prdvé jedno Teseni x ze soustavy zbytkd {0,1,2,...,(m — 1)}.

(b) Je-li d > 1 a neplati d|b , pak (*) nemd Tesend.

(c) Je-li d > 1 a plati d|b , pak (x) md prdvé d Tesent, z nichZ kazdé je prvkem soustavy zbytkd
{0,1,2,...,(m —1)}.

Dikaz: (a) Budiz d = 1. Necht z; = (¢ — 1),7 = 1,2,3,...,m je Gplnd soustava zbytkd modulo
m, pak také a - x;,i = 1,2,3,...,m je takova soustava,'? a tedy existuje j € {1,2,...,m}, pro
které je a-x; ve stejné zbytkové t¥idé jako b, tj. a-x; = b(m), a x; je hledanym jedinym FeSenim
kongruence (x).

(b) Z pfedpokladu d > 1 mame, ze existuji a1, m1 tak, ze je a = a1 - d,m = my - d. Pak nam ()
dava, ze existuje q € Z takové, ze aidx — b = midt. Pokud vSak neplati d|b , nemuze byt tato
rovnost splnéna pro zadné z, a tedy kongruence (*) nemé FeSeni.

(c) Pfenechdvdme ¢tenéfi jako cviceni.

Jak vidime z lemmatu 10, je kongruence (*) fesitelnd pouze za predpokladil® (a) ¢i (c).
Piipad (c) vSak lze jednoduse (zkrécenim) prevést na piipad (a). Proto se déle staéi zabyvat
jen FeSenim kongruence (*) za predpokladu, ze (a,m) = 1. V tomto pfipadé pouzijeme fet&zo-
vého zlomku é&isla 2. Pfedpokladejme, Ze a, m € N, pokud by tomu tak nebylo sta¢i pienasobit
kongruenci (*) ¢islem —1. Pak = je kladné racionalni ¢islo, jehoz sblizené zlomky oznacime

At Ay Ant Ay _m

By’ By’ 0 Bp_1’ B a”

Dle vztahu z lemmatu 9(a) ApnBpn—1 — Ap—1Bn = (—1)" mame po drobné tpravé

mBp_1 — Ap—1a = (=1)", neboli ad,_1 = (—=1)""! + mB,_1. Jelikoz B,_1 € Z, lze po-
sledni rovnost ptepsat do tvaru aA,—1 = (—=1)»"1 (mod m) a po vynisobeni obou stran této
kongruence ¢islem (—1)""1b vidime, ze a(—1)""1A,_1b = b (mod m), coz vsak znamend, Ze
(=1)""1A,,_1b je feSenim kongruence (). Jestlize takto vypocitané x neni prvkem soustavy
{0,1,2,...,(m — 1)}, pak FeSeni z¢ z této soustavy dostaneme pfictenim mt, kde ¢t je vhodné
celé c¢islo. Tento postup si muzes vyzkouset pfi feseni ulohy 7.

Poznamka: Kdy# se podivas na fetézové zlomky druhych odmocnin, v/2 = (1,2,2,2,2,...),
V3 =(1,1,2,1,2,1,2,1,2,...), V6 = (2,2,4,2,4,2,4,2,4,...), asi Té napadne, Ze jednotlivé
¢leny se v nich periodicky opakuji (po piipadné predperiodé). Stejnou vlastnost ma tieba i

¢islo 1+2‘/5 =(1,1,1,1,1,1,1,1,1,...), ale tfeti odmocnina ze dvou uz periodicky rozvoj nema.
Plati dokonce tato obecna véta: Retézovy zlomek ¢&isla o ma periodicky rozvoj pravé tehdy, je-li

a+vh

&slo a tvaru 4E¥2 kde a, b, ¢ jsou cela &isla (b neni druhou mocninou pfirozeného &isla).!4
Tuto vlastnost retézovych zlomkt druhych odmocnin, spolu se specielnimi zadkonitostmi tvorby
jejich periody, lze téz vyuzit pii feSeni tzv. Pellovy diofantické rovnice, coZ je rovnice tvaru
z2 — D -y? =1, kde D je pfirozené &islo, ale to by uz presahovalo ramec tohoto textu.

12To nahlédneme stejné jako pii dikazu lemmatu 2.

13Uvédomme si, Ze ptipady (a), (b), (c) z lemmatu 10 postihuji viechny mozné typy linearnich
kongruenci.

14Pro &isla konkrétniho tvaru lze dokonce piesné najit, jak ta perioda vypada. Neni to vétsinou
nic tézkého, jak si mizes sdm vyzkouset pri reSeni prikladu 8.
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Pokud Té€ teorie ¢isel zaujala, snad Ti tento kraticky seznam pomiuze v objevovani dalsich
jejich kouzel. Kdybys mél nékdy pii tom néjaky problém, napiiklad nevédél, kde co nalézt, klidné
nam muzes napsat.



