Teorie cisel
| Radek Erban

Témata prednasek budou zvolena podle zadjmu posluchac¢t. V nasledujicim textu
jsem se proto rozhodl uvést prehled nékolika vét z elementarni teorie cisel. V sa-
motnych pfednaskach se miZeme bud zamérit na néjaky slavny problém v teorii ¢isel
(dokonals ¢isla, Velkd Fermatova véta, Waringtiv problém, ...), nebo mizeme dokazat
kych rovnicich, ...), nebo se mizeme bavit o néfem uplné jiném — jak budete chtit.

V tomto textu pouzividm nésledujici znaceni: Mnozinu pfirozenych ¢isel budeme
oznadovat pismenem N (tj. N = {1, 2, 3, 4,...}), mnozZinu celych &isel pismenem
Z, redlnych R, mnozina celych nezapornych ¢isel bude pojmenovana Ng. Pro @ € R
budeme symbolem || znacit celou éast Gisla a, tj. | je nejvétsi celé ¢islo mensi
nebo rovno a.

Délitelnost

Necht a, b jsou dvé celd ¢isla. Rikdme, ze a déli b (resp. b je ndsobkem a) a
zapisujeme to a|b, pokud existuje celé éislo ¢ takové, ze b = a - c.

Véta. (Zakladni vlastnosti délitelnosti)  Necht a, b, ¢, x, y € Z. Pak plati
(i) Pokud plati alb a b|c, pak také alc.
(ii) Pokud plati a|b, pak acl|bc.
(iii) Pokud plati alb a alc, pak také a|bx + cy.
(iv) 1la, a| — a, a|0, ala.

Véta. (O déleni se zbytkem) Pro kazdé a € Z, b € N existuji q, r € Z takové, Ze
a=b-gq+ra0<r<hb.

Cisla ¢, 7 z této véty nazyvame celociselnym podilem a zbytkem p¥i celoc¢iselném
déleni ¢isla a CGislem b. Spole¢nym délitelem ¢isel a, b nazyvame kazdé ¢islo d takové,
ze d|a, d|b. Nejvétsi spolecny délitel Cisel a, b nazgvame kazdy jejich spoleény délitel,
ktery je nasobkem vsech jejich spole¢nych délitelt. Nejvétsi spolecné délitele ¢isel a, b
se mohou lisit jen znaménkem. Nezaporny nejvétsi spolecny délitel ¢isel a, b budeme
oznacovat (a,b). Nejmensi spolecny ndsobek Cisel a, b nazveme takové éislo n, které
je jejich spoleénym nasobkem (tj. a|n, bjn) a je délitelem vSech jejich spoleénych
nésobkil. Nezdporny nejmensi spoleény nasobek ¢isel a, b budeme oznacovat nsn(a, b).
Cisla a, b nazgvame nesoudélnd, pokud (a, b) = 1. Pokladame (0, 0) = 0, nsn(0, 0) = 0.
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Véta. Pro kazdé a,b,c € Z plati
(1) (a,O) = |a‘|7 (bv a’) = (avb) = (a‘ —b- ¢, b)v (C ta,c- b) = |C| ' (a7 b)
(i) nsn(a,b) - (a,8) = Ja] - |

Prvocisla a rozklad na prvocinitele

Prvocislo je takové prirozené cislo, které ma pravé dva kladné délitele. Existuje
nekonecné mnoho prvocisel. Prvnich 300 prvocisel udava tabulka na konci tohoto
textu.

Véta. Celé cislo x > 1 je prvocislo pravé tehdy, kdyz neexistuje zadny jeho délitel
d,1<d</x.

Véta. (rozklad na prvocinitele) Kazdé ¢islo a € N, a > 2 se d4 vyjadrfit ve tvaru
a=p{ -pP p¥...pl" kdepi,...,pn jsou po dvou riiznd prvocisla a qi,...,qn € N.
Toto vyjadieni je jednoznacné az na poradi Ciniteli.

Véta. Nechta, b €N, py,...,pn jsou po dvou riznd prvocisla a necht plati
a=p{-pP pP---plr, b=p" Py’ Py’ Py,
pricemz q1,...,qn, 71,...,Tn € Ng. Pak

(i) a|b pravé tehdy, kdyz q; < r; pro vSechnai =1, 2,...,n.

(ii) a je k-tou mocninou pfirozeného ¢isla prévé tehdy, kdyz k|q; pro vsechna
i=1,2,...n

(iii) (a,b) = prlnin((h,n) Ap;nin(qzn"z) Apgnin(qanv"s) B .p;lnin(qnmn)’

(iv) nsn(a, b) = prlnaX((nml) ,p;naX(qwz) ,pgnax(qs,rs) . ,pr;ax(qnn"n).

Pro kazdé prirozené ¢islo a ozna¢ime symbolem ¢(a) pocet vSech ¢isel z mnozZiny
{0, 1, 2,...,(a — 1)} nesoudélnych s &islem a, symbolem 7(a) pocet kladngch déli-
teli ¢isla a a symbolem S(a) soucet vsech kladngch déliteli ¢isla a. Funkce ¢, ktera
kazdému a pfifazuje ¢(a), se nazyva Eulerova funkce.

Véta. Necht piirozené ¢islo a > 2 mé prvociselny rozklad a = pf* - p% - pl", kde
P1,---,Pn jsou po dvou ruzna prvocisla a qi, ..., qn € N. Pak plati

sor=a(1-2) (1= 1) (- 1)
(@) =(q1 +1)-(e2+ 1) (qn + 1),

1 1 :
S(a):pgﬁ —1opgT o1
p1—1 p2—1 pn—1
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Véta. Pro kazda dvé nesoudélnd ¢isla a, b € N plati p(a-b) = ¢(a) - ¢(b), 7(a-b) =
7(a) - 7(b), S(a-b) = S(a)-S(b).

Kongruence

Nechf a, b € Z, m € N. Rekneme, Ze a je kongruentni s b podle modulu m, a
piSeme a = b (mod m), pokud m|(b—a). V tomto pfipadé se m nazyva modul a ¢islo
b zbytek od a pfi modulu m. Zépis a = b (mod m) nazyvame kongruencs, pro Gsporu
mista budeme misto tohoto zapisu nékdy pouzivat téz a = b(m).

Uvédomme si, ze a = b (mod m) neznamena nic jiného nez, Ze existuje ¢ € Z
takové, ze a = b+ q - m. Na zakladé tohoto pozorovani jiz snadno nahlédneme, ze
kongruence spliuje vlastnosti uvedené v nasledujici véteé:

Véta.
(i) Pokud a = b(m) a ¢ = d(m), pak a + ¢ = b+ d(m) a ac = bd(m).
(ii) Pokud a = b(m) a d|m, pak a = b(d).
(iii) Pokud a = b(m), a = apd, b = bod a (d,m) = 1, pak ag = bo(m).

Dle této véty tedy vidime, Ze kongruence lze mezi sebou séitat, nasobit a za
jistych predpokladt délit ¢islem. Necht je nyni m € N, uvaZujme systém m ¢i-

sel 0, 1, 2,...,(m —1). Je-li nyni a € Z, je a kongruentni pravé s jednim z ¢isel
0, 1, 2,...,(m — 1), vSechna cela ¢isla mtizeme tedy rozdélit do m disjunktnich sku-
pin podle toho, s kterym z &sel 0, 1, 2, ..., (m—1) jsou sledovana ¢isla kongruentni.*

Vybereme-li nyni z kazdé skupiny po jednom ¢islu dostavame systém m Cisel, ktery
nazyvame uplny systém zbytku pri modulu m. Vybereme-li z iplného systému zbytkl
pfi modulu m, pouze ta éisla, kterd jsou nesoudélnd s m dostdvame systém ¢(m)
&isel?, ktery nazyvame redukovany systém zbytku pri modulu m.

Véta. (Eulerova) Pokud (a,m)=1, pak a?™ =1 (mod m).
Véta. (Mala Fermatova) Je-li p prvocislo, pak a” = a (mod p).

Véta. (Lagrangeova véta) Necht f je polynom stupnén proménné x, p prvocislo, pak
kongruence f(z) =0 (mod p) md maximalné n feseni>, nebo jsou vechny koeficienty
polynomu f kongruentni s nulou podle modulu p.

1Do prvni skupiny dame &isla déavajici pti déleni m zbytek 0, do druhé ta, které davaji
zbytek 1, do tieti ta se zbytkem 2, ..., do m-té éisla, kterd pfi déleni m daji zbytek (m — 1).

2p(m) je Eulerova funkce od m zavedend diive

3To znamena, ze kdyz vezmeme libovolny tplny systém zbytkd pii modulu p, nejvyse n
Cisel z tohoto systému splinuje po dosazeni za x uvedenou kongruenci.
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Pro n € Ny definujme faktoridl rekurentné takto 0! = 1, (n 4+ 1)! = n!- (n +1).

m,) _ m!

Daéle pro m,n € Ng,n < m definujme kombinacni ¢islo vzorcem (n AT m—n)l"

Véta. (Wilsonova véta)  Pokud p je prvocislo, pak (p — 1)! = —1 (mod p).
Véta. Pro kazdé n € N je cislo (27?) délitelné vsemi prvocisly p, n < p < 2n.

Véta. (Rozklad faktoridlu na prvocinitele)  Pro kazdé n € N, n > 2 plati

[10g, ]
nl=[]p", kdegp=" ) HJ

p<n k=1 LP
kde p v prvnim soucinu probiha vsechna prvocisla nepiesahujici n.

Tabulka prvnich tfi set prvocisel

2 101 233 383 547 701 877 1049 1229 1429 1597 1783
3 103 239 389 557 709 881 1051 1231 1433 1601 1787
5 107 241 397 563 719 883 1061 1237 1439 1607 1789
7 109 2561 401 569 727 887 1063 1249 1447 1609 1801
11 113 267 409 571 733 907 1069 1259 1451 1613 1811
13 127 263 419 577 739 911 1087 1277 1453 1619 1823
17 131 269 421 587 743 919 1091 1279 1459 1621 1831
19 137 271 431 593 751 929 1093 1283 1471 1627 1847
23 139 277 433 599 757 937 1097 1289 1481 1637 1861
29 149 281 439 601 761 941 1103 1291 1483 1657 1867
31 151 283 443 607 769 947 1109 1297 1487 1663 1871
37 157 293 449 613 773 953 1117 1301 1489 1667 1873
41 163 307 457 617 787 967 1123 1303 1493 1669 1877
43 167 311 461 619 797 971 1129 1307 1499 1693 1879
47 173 313 463 631 809 977 1151 1319 1511 1697 1889
53 179 317 467 641 811 983 1153 1321 1523 1699 1901
59 181 331 479 643 821 991 1163 1327 1531 1709 1907
61 191 337 487 647 823 997 1171 1361 1543 1721 1913
67 193 347 491 653 827 1009 1181 1367 1549 1723 1931
71 197 349 499 659 829 1013 1187 1373 1553 1733 1933
73 199 363 503 661 839 1019 1193 1381 1559 1741 1949
79 211 359 509 673 853 1021 1201 1399 1567 1747 1951
83 223 367 521 677 857 1031 1213 1409 1571 1753 1973
89 227 373 523 683 859 1033 1217 1423 1579 1759 1979
97 229 379 541 691 863 1039 1223 1427 1583 1777 1987



