Télesa

ALEXANDER ,,OLIN“ SLAVIK

Uvod

Télesa jsou algebraické struktury, které maji velmi prijemné vlastnosti — jsou ,Sité
na miru“ tak, aby se s nimi dalo poc¢itat podobné jako tfeba s realnymi ¢isly. I pres
to, jak je jejich struktura striktné zadana, lze u nich pozorovat zajimavé odlisnosti
a jevy.

Definice. Mnozinu F spolu s bindrnimi operacemi + a - a ,vyzna¢nymi“ prvky 0
a 1 nazveme (komutativnim) télesem, pokud pro vSechna z,y, z € F plati nésledujici
vztahy:

T+ (y+2)=(r+y +=2

(viii) existuje prvek —z € F takovy, ze x +—x =0,
ix) je-li x # 0, pak existuje prvek z=! € F takovy, 7ze z - 2~ = 1.

i)
(i) r+y=y+a,
(iii) z+0 ==,
() o (y-2) = (z-9) - 2
V) z-y=y-a,
(vi) -1 ==,
(vn; x- (y—i—z)—x y+a-z,
)

Priklady. Uvedme par (vice ¢i méné obvyklych) pfikladt téles:
(i) realna cisla R,
komplexni ¢isla C,
raciondlni ¢isla Q,
zbytky modulo p s operacemi modulo p Z,,
Gtyiprvkové téleso (mnozina {0,1,a,b} s operacemi danymi vztahy 0 = 1 +
l=a+a=b+bat+tb=1a-b=1,a-a=b,b-b=a),
(vi) raciondlni funkce (tj. podily polynomt),
(vii) Laurentovy fady (tj. formalni sumy tvaru > .- arz®, kde n € Z a ay, jsou
prvky néjakého pfedem zvoleného télesa).



ALEXANDER ,OLIN“ SLAVIK
Vlastnosti téles

Definice. Charakteristika télesa F je nejmensi prirozené ¢islo n takové, ze v F plati
rovnost

1+1+4---+1=0.

—_—

n
Pokud takové n € N neexistuje, fikame, ze F ma charakteristiku 0.
Cviceni. Je-li charakteristika télesa nenulova, pak je to jiz nutné prvodislo.

Cviéeni. Ziejmé ma kazdé koneéné téleso nenulovou charakteristiku. Ukazte, Ze
opacné implikace nemusi platit, tj. najdéte nekonecné téleso s nenulovou charakte-
ristikou.

Definice. Rekneme, Ze téleso F je algebraicky uzaviené, pokud kazdy nekonstantni
polynom s koeficienty z F ma v F aspon jeden koren.

Véta. (Zakladni véta algebry) Téleso C je algebraicky uzaviené.

Pozorovani. Na rozdil od realnych ¢isel neni mozné komplexni isla ,, prirozené*
usporadat, tj. neni mozné na nich zavést néjaké usporadani < takové, ze by pro
vSechna x,y, z € C platilo:

(i) je-lixz <y, pak také z+ z 2y + z,

(ii) plati-li 0 < z a 0 <y, pak také 0 < xy.

Cviceni. Ukazte, ze zddné konecné téleso neni algebraicky uzaviené.

Konstrukce téles

Cviceni. Mégjme strukturu podobnou télesu, ve které plati vSechny podminky
z tivodni definice kromé posledni (existence inverznich prvki)! — takovou struk-
turou jsou napfiklad celd ¢isla. Je mozné tuto strukturu doplnit o dalsi prvky (a
dodefinovat na této vétsi mnoziné operace +, -) tak, aby vyslednd mnoZina byla
télesem?

Cviceni. Ukazte, Ze racionalni funkce je mozné vnofit jakozto podtéleso do Lau-
rentovych fad.

Cviceni. Piedstavme si, Ze mame téleso F a nékdo nadm ,pfinese“ Uplné novy
prvek z, ktery chce do télesa ,piidat“. Co vSechno jesté musime k F U {z} pfidat,
abychom dostali zase téleso?

Cviceni. Situace jako v pfedchozim cvideni, ale pozadavek navic je, aby x splio-
valo 22 + 1 = 0, pfipadné né&jakou jinou polynomialni rovnici. Kterad zndma télesa
takto umime ziskat?

1Takové struktury se nazyvaji okruhy.



TELESA

Definice. Mg¢jme téleso F a jeho podtéleso T. Prvek x € F se nazyva algebraicky
nad T, pokud je kofenem néjakého polynomu s koeficienty z T, v opacném piipadé
je transcendentni nad T.

Piiklad. /2 je algebraicka nad Q, ovSem napiiklad 7 neni.
Véta. Pro kazdé téleso F existuje nadtéleso F s nasledujicimi vlastnostmi:
(i) F je algebraicky uzaviené,
(ii) pokud teleso T spliuje F C T C F a je algebraicky uzavrené, pak T = I
(neboli IF je ,,nejmensi” algebraicky uzaviené nadtéleso F),
(iii) je-li S nadtéleso F spliiujici body (i) a (ii), pak jsou S a F isomorfni (tj.
algebraicky ,stejna“).
Vyse uvedené téleso F se nazyva algebraicky uzavér F.

Priklad. R = C. Q je tvofeno pravé vSemi komplexnimi &isly algebraickymi nad

Q.



