Tabulky a matice

KuBA SvoBODA

ABSTRAKT. Prispévek seznamuje se zakladnimi maticovymi operacemi a latinskymi
¢tverci. Dale obsahuje tlohy k obéma tématim.

Podivame se spole¢né na dva typy prikladi. V jednom budou figurovat matice a
v druhém tabulky ¢isel. V podstaté jde o stejné objekty, ale k maticim se tradi¢né
vaze bohata a vyznamna teorie, jejiz nékteré zakladni prvky si ukazeme.
Definice. Matici A typu n xm budeme rozumét tabulku o n fadcich a m sloupcich
vyplnénou éisly (Gasto z néjaké dané mnoziny).
Definice. (S¢itani matic) Necht obé matice A = (a;;) a B = (b;;) jsou typu n x m.
Soucet téchto matic je matice A+ B = C = (¢;5), kde ¢;; = a;; + b;; pro kazdé i a j.
Definice. (Néasobeni matic) Necht A = (a;;) je matice typu p x r a B = (b;;) je

-
typu 7 X s. Soucinem matic rozumime matici C typu p x s, kde ¢;x = > a;;bjk.

Jj=1

Definice. (Transponovani matic) Transponovanou matici matice A budeme znacit
AT . Je to matice A pFevracend podle diagonaly. Pokud tedy A je typu nxm s prvkem
a;j na pozici 1j, potom je AT typu m x n s prvkem a;j Na pozici ji.

Definice. (Permuta¢ni matice) Matice n x n, kterd ma v kazdém fadku a sloupci
presné jednu jednicku, se nazyva permutacni matice.

Latinské ¢tverce

Definice. Latinsky ¢tverec ¥adu n je matice n X n s prvky z mnoziny {1,2,...,n}
a pro kazdy radek a sloupec plati, Ze se tam kazdé Cislo z této mnoziny vyskytuje
préavé jednou.

Definice. Obydejny étverec fadu n je matice n x n s prvky z mnoziny {1,2,...,n}.
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Pro obycejné i latinské ¢tverce definujeme ortogonalitu.

Definice. O dvou ¢tvercich fekneme, ze jsou ortogondlnt, jestlize

(aij, biz) = (ant, brr) = (4,7) = (k,1).

Ulohy na matice

Uloha 1. Méjme matici n X m s racionalnimi prvky. Pfedpokladejme, Ze alespoil
m + n z nich jsou v absolutni hodnoté rtizné prvocisla. Dokazte, Ze hodnost matice
je alespon dva, tedy Ze existuji dva fadky matice, kde jeden neni nésobek druhého.

(Putnam 2015)

Uloha 2. Co se stane, pokud permutac¢ni matici vynasobime jinou matici? Co kdyz
vynasobime P, P, A, kde P; a P, jsou permutac¢ni matice a A je libovolna matice?

(o)

Jak vypadéa n-t4 mocnina této matice?

Uloha 3. Mgéjme matici

Uloha 4. Ve mésté Zije n obéantl, kteif jsou sdruzeni v m klubech. Podle vyhlasky
EU musi mit kazdy klub lichy pocet ¢lend, zatimco pro kazdou dvojici klubti musi
byt pocet lidi, ktefi navstévuji oba kluby, sudy. Dokazte, ze m < n.

Uloha 5. Pro jaké n € N existuje matice n x n takova, ze AAT m4 na diagonale

suda ¢isla a vsude jinde licha? (Putnam 2011)
Uloha 6. Necht ||z|| = maxj<;<p |z;| pro z = (z1,...,7,) € R". Necht A je realna
matice n x n spliujici ||Az|| = ||z|| pro vSechny x € R™. Dokazte, ze A™ je I,, pro

néjaké kladné m.
Uloha 7. Kombinaéni ¢islo pro k& > n dodefinujeme jako (Z) = 0, jinak ptjde
i

), s matici B,
J

o znadmé kombinacni ¢islo. Co kdyZ vynésobime matici A, kde a;; = (
kde b;; = ()?

Uloha 8. A a B hraji hru, vypliuji matici 2015 x 2015 réiznymi realnymi ¢sly.
Hra¢ A zacind a vyhraje, pokud je matice invertovatelnd, jinak vyhraje B. Co se
stane, pokud ji museji vypliiovat celymi ¢isly? Co kdyz zac¢ind B?

(Putnam 2008)

Ulohy na &tverce

Uloha 9. Mg&jme ¢tvercovou tabulku 4 x 4 vyplnénou redlnymi éisly. Soucet vech
radk, sloupct a hlavnich diagonal je S. Dokazte, ze potom i soucet ¢tyr rohovych
Cisel je S. (MKS 28-1-5)



KUBA SVOBODA

Uloha 10. Dokazte, 7e existuje mnoZina ¢ navzijem ortogonalnich latinskych
¢tverct fadu n pravé tehdy, kdyz existuje mnozina t + 2 navzajem ortogonalnich
obycejnych ¢tverct fadu n.

Uloha 11. V kazdém poli¢ku tabulky 111 x 111 je liché ¢islo. Ozna¢me A souéin
radkovych souctti a B soucin sloupcovych souc¢tiu. Dokazte, ze A + B # 0.

(MKS 31-5-7)
Uloha 12. Necht p je prvocislo a Zy, je téleso celych ¢isel modulo p. Definujeme
matice 7', T?,...,T?~" (horni &islo je index) predpisem T7; = ai + j, kde i,j € Z,
a s¢itani a nasobeni jsou operace v télese. Dokazte, ze T!,...,TP~! jsou navzajem
ortogonalni latinské ¢tverce fadu p.

Uloha 13. Najdéte dva ortogonalni latinské étverce fadu 6.

Uloha 14. Tabulka nxn je vyplnéna ¢sly 1 az n?. Dokazte, Ze existuji dvé hranou
sousedici policka takova, ze rozdil ¢isel v nich napsanych je alespon n.
(MKS 28-1-8)



