Svrékav bod

MARTINA VAVACKOVA

ABSTRAKT. Piednaska shrnuje zakladni vlastnosti stfedu oblouku, tzv. Svrékova
bodu. Tento bod figuruje v mnoha geometrickych tlohach, a jeho dobra znalost je
tedy pro uspéch pfi feseni velmi uziteéna. To vSe ilustruje fada ptikladu.
Stiedem pozornosti nasi prednasky bude Svréktav bod. Podivame se na néj zblizka
a vSimneme si nékterych jeho zajimavych vlastnosti. Zformulujeme a dokazeme par
uziteénych tvrzeni, ktera pak prakticky vyuzijeme pfi feSeni tloh.

Definice a znadeni

Definice. Necht je trojihelnik ABC vepsany do kruznice w. St¥ed oblouku BC,
ktery neobsahuje A, ozna¢me S, a fikejme mu Svrékiv bod trojihelnika ABC vzhle-
dem k A. Body S, S. definujme analogicky.

Znaceni. V trojuhelniku ABC ozna¢me w kruznici opsanou, I stfed kruznice ve-
psané, Sy, Sy, S. odpovidajici Svrékovy body, E,, Ey, E. odpovidajici stfedy kruz-
nic pfipsanych a koneéné AD, BE, C'F osy uhla v AABC, kde D € BC, FE € AC,
F e AB.

Zakladni vlastnosti

Tvrzeni 1. V trojihelniku ABC se osa tthlu BAC a osa strany BC' protinaji na
kruznici w. Jejich priise¢ikem je S,.

Tvrzeni 2. Body B, C, I, E, lezi na jedné kruznici se stiedem S,. Plati tedy
|SoI| = |SaB| = |5.C| = |SaEa].

Tvrzeni 3. Bodem S, vedme polopfimky p a ¢, které protnou stranu BC' postupné

v bodech X a'Y a kruznici w protnou podruhé postupné v Z a W. Pak body X, Y,
Z, W lezi na jedné kruznici.

Tvrzeni 4. V trojihelniku ABC plati |S,D| - |S,A| = [S.I|? = |S.C|? = |S.B|?.
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Tvrzeni 5. Necht X je bod na tseéce AD. Pak jsou nésledujici tvrzeni ekviva-
lentni:
(i X=1.
(i) [SaX]| = |Su].
(iii) |SaD| : |SaA| = |SaX|2'

Tvrzeni 6. Je dan trojihelnik ABC' a kruznice w1, ktera ma vnitini dotyk s kruz-
nici w v bodé A a se stranou BC v bodé D'. Pak D = D'.

Piiklady

Priklad 1. Je dan trojihelnik ABC se stfedem kruznice vepsané I a vnitfnim
bodem P. Plati
<PBA+ <PCA =<PBC+ «PCB.

Ukazte, ze |AP| > | Al|, pfiGemZ rovnost nastava, pravé kdyz P = I. (IMO 2006)

Priklad 2. Necht BC je pramér kruznice k se stfedem O. Déle bud A bod na k
takovy, ze <AOB < 120°, a D bud stfed toho oblouku AB, ktery neobsahuje C.
Rovnobézka s DA vedend bodem O protne AC v bodé I. Osa tisecky OA protne k
v bodech E a F. Ukazte, ze I je stfedem kruznice vepsané trojahelniku CEF.
(IMO 2002)

Piiklad 3. KruZnice w; a we maji vnéjsi dotyk v bodé T a obé se vnitiné dotykaji
kruznice w postupné v bodech R a S. Bud @ druhy prise¢ik RT a w. Ukazte, Ze
|<@QST| =90°. (KMS)

Priklad 4. Nechf jsou AL a BK osy thli nerovnoramenného trojihelnika ABC
(L lezi na strané BC, K lezi na strané AC). Osa tisecky BK protne piimku AL
v bodé M. Bod N lezi na pfimce BK a plati, ze LN je rovnobézna s M K. Dokazte,
7e [LN| = |NA|. (Junior Balkan 2010)

Priklad 5. V trojuhelniku ABC dokaZte pfi zavedeném znaceni nasledujici met-
rické vztahy:
(i) |ASq| - [ID| = |Sa1| - AL,
(ii) [ASa|-|AD| = |Al| - |AE,| = |AB| - |AC],
(i) [1A] - |E,D| = |E,A|-|1D)].

Piiklad 6. Necht ABC je ostrothly trojihelnik (JAB| # |AC|). Kruznice nad
prumérem BC protne strany AB a AC postupné v bodech M a N. Ozna¢me O
stted strany BC a R prusecik os thli BAC a M ON. Dokazte, ze kruznice opsané
trojuhelnikim BM R a CN R se protinaji na strané BC. (IMO 2004)

Piiklad 7. Trojahelnik ABC spliiuje vztah |AC| 4+ |BC| = 3| AB|. KruZznice jemu
vepsana se stfedem I se dotykéa stran BC a C'A postupné v bodech D a E. Necht
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K, L jsou obrazy bodi D, F ve stiedové soumérnosti podle I. Ukazte, Ze body A,
B, K a L lezi na jedné kruZnici. (IMO shortlist 2005)

Priklad 8. Je dan trojuhelnik ABC se stfedem I kruZnice vepsané a kruZznici
opsanou I'. Pfimka Al protne kruznici I' podruhé v bodé D. Bud E bod na oblouku
BDC a F bod na tseéce BC' takovy, ze <BAF = <CAFE < %<IBAC’. Dale bud G
stfed tsecky I'F. Dokazte, ze piimky EI a DG se protinaji na kruznici I'.

(IMO 2010)
Piiklad 9. Pfimka ¢ protind kruznici I' v bodech A, B. KruZnice I'; a I'y jsou
vepsané do stejné tsece urcené primkou £ a maji vnéjsi dotyk. DokaZte, Ze jejich
vnitini spole¢na tecéna prochéazi pevnym bodem, pohybuji-li se I';, I's ve vymezené
usedi. (Prasolov)
Priklad 10. Je dén trojihelnik ABC), jeho kruZnice ospand w a bod D na strané
BC. Bud w; kruznice dotykajici se tisecky AD v bodé F, strany BC bodé E a

kruznice w v bodé K. Dokazte, ze stied I kruznice vepsané AABC' lezi na pfimce
EF. (Sawayama-Thebault theorem, PraSe 29 /mySmas)
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