Stvorfarebny problém
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ABSTRAKT. Jedna z najslavnejsich a najdlhsie otvorenych hypotéz v tedrii grafov je
(teraz uz) Veta o Styroch farbach. Na tejto prednéske si spomenieme niektoré z pokusov
na jej dokdzanie a pokusime sa v nich najst chyby. Tiez si ukazeme niekolko tipov, kam
by sme sa mali vydat, ak vetu chceme skuto¢ne dokazat. A v zavere si ukdZeme nieco
malo z vyberavosti grafu, teda v uré¢itom zmysle zobecnenia klasického ofarbovania.

Citat. ,Domnienka o Styroch farbach bola jednym z najvécésich nevyriesenych prob-
lémov matematiky. Od roku 1852 az do dnesného dna sa ju prakticky kazdy matematik,
ktory kedy zil, niekedy snazil vyriesit.“ Thomas Saaty a Paul Kainen, 1977

Veta. (o $tyroch farbach) Kazdi mapu vieme ofarbit pomocou Styroch farieb tak,
aby ziadne dva susediace Staty nemali rovnaku farbu.

Histdria tejto vety siaha zhruba do roku 1852, ked si Francis Guthrie v8imol,
Ze na ofarbenie mapy anglickych Stitov mu stacia Styri farby. Obréatil sa preto na
svojho brata Frederica so zvedavou otdzkou, ¢i to rovnako pdjde s Tubovolnou mapou.
Nakolko obaja v tom ¢ase Studovali pod vedenim Augusta de Morgana, Frederic tito
otazku posunul priamo de Morganovi a celej matematickej spolo¢nosti.

Na svoj prvy ,dokaz“ ale cakala vyse 25 rokov, zato dostala rovno dva: v roku
1879 od sira Alfreda Braya Kempeho a v roku 1880 od Petra Guthrie Taita. Tesit
sa ale mohla ,len“ 11 rokov: v roku 1890 Percy Heawood vyvratil Kempeho dékaz
a v roku 1891 Julius Petersen nasiel protipriklad k Taitovmu dékazu. Oba netspesné
dokazy ale priniesli aspon ¢iasto¢né vyriesenie problému.

V priebehu nasledujtcich desatroé¢i sa o zdolanie Problému Styroch farieb snazili
mnohi matematici, za zmienku stoji napriklad Hugo Hadwiger a jeho domnienka
z roku 1943, ktora zovsSeobecnuje tento problém a stale nie je vyriesena.

Prvy dokaz, ktory doteraz nebol vyvrateny,! spachali pani Kenneth Appel a Wolf-
gang Haken, s miernou pomocou Johna Kocha, v roku 1976, pricom jeho pomerne
velké cast je vyriesend na podcitaci. Na zacdiatku 80-tych rokov sice bolo hlasenych
niekolko chyb v ich dokaze, vSetkym sa ale autori ispesne ubranili a v roku 1989
vydali knihu so vSetkymi detailami.

20 rokov po prvom ddkaze, v roku 1996, pontkli Neil Robertson, Daniel Sanders,
Paul Seymour a Robin Thomas svetu novy doékaz Vety o Styroch farbach, ktory je

LCiasto¢ne aj preto, Ze je tak komplikovany, %e ho nikto nevydrzi ¢itat dostatoéne dlho ;).
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vyrazne jednoduchsi a kratsi,? aj ked stale vyuziva pocitace. Tento dékaz bol v roku
2005 overeny (opit na pocitaci) pomocou dokazovacieho jazyka Coq.

Na prednéske si ukdzeme niektoré z netspesnych dokazov a skisime v nich najst
chybu, alebo naopak, ukdZzeme si nieco, ¢o by sa dalo k ispesnému dokazu pouzit.

Poznamka. Bez ujmy na vseobecnosti mozeme predpokladat, Ze sa v Ziadnom
mieste nestretavaju tzemia 4 Statov.

Tvrdenie. V kazdej mape néjdeme stat, ktory ma maximalne 5 susedov.

Definicia. Na mape ofarbenej Styrmi farbami nazveme AB-obtiahnutim zjednote-
nie v8etkych hranic, ktoré maji na jednej strane niektort z farieb A alebo B a na
druhej jednu z farieb C' a D.

Kazdé takéto obtiahnutie obsahuje vSetky vrcholy a tvori niekolko disjunktnych
kruznic parnej dlzky.
Tvrdenie. Ak v mape existuje mnoZina disjunktnych kruznic parnej dlzky, ktoré

spolu prechadzaji vSetkymi vrcholmi, potom vieme mapu ofarbit pomocou Styroch
farieb.

Cvicenie. Da sa v kazdej mape najst jedna kruznica, ktord prechadza vSetkymi
vrcholmi?

Ak ndm eSte zostane Cas, pozrieme sa na mierne iné farbenie: kazdému vrcholu
pridelime zoznam ,povolenych* farieb (kazdy vrchol moze mat povolené odlisné
farby) a nasledne chceme vrcholy ofarbif tak, aby Ziadne dva susedné nemali rovnaki
farbu a kazdy vrchol pouzil farbu zo svojho povoleného zoznamu.

Definicia. Vyberavostou grafu nazveme najmensie éislo &, ze ked kazdému vrcholu
povolime Tubovolnu k-ticu farieb, vZdy najdeme aj spravne ofarbenie.
CviCenie. Najdite graf, ktory mé int vyberavost ako (bezni) farebnost.

Tvrdenie. Kazdy rovinny graf md vyberavost maximalne 5.

Literatara a zdroje

Pri pisani tohto prispevku som sa dost inspiroval prispevkom Filipa Hl4ska Problém
Gty barev zo sustredenia Hojsova Straz 2011, za ¢o mu na tomto mieste dakujem.
[1] Donald Hatch, Melinda Green: ,,Proof* of the 4-Color Map Theorem,
http://www.superliminal.com/4color/4color.htm
[2] Robin Thomas a kol.: The Four Color Theorem,
http://people.math.gatech.edu/ thomas/FC/fourcolor.html

2Miesto 139 stran kratkej (r. 1976) alebo vyse 700 stran dlhej verzie (r. 1989) ich zabera len 9.
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