Sto véznu a zarovka

FiLip HLASEK

ABSTRAKT. Prispévek se zamysli nad znadmym komunikaénim problémem, kde se
agenti (vézni) pomoci jednoduchého média (Zarovky) a lokdlnich zmén systému (pfe-
pnuti zarovky) snazi predat globalni informaci tykajici se jich vSech. Na prvni pohled
je az neuvéritelné, ze lze ilohu vibec vytesit. Kdyz vézen vidi svitici zarovku, nevi, kdo
ji rozsvitil; pokud se rozhodne zhasnutou zarovku rozsvitit, nevi zase, kdo ji poté uvidi
svitit. Presto ukadzeme, ze pomoci takto jednoduchého komunikac¢niho prostiedku lze
navrhnout protokol k pfenosu mnoha informaci.

Budeme se zabyvat znamou a tradi¢ni ulohou. Nebyla vzdy takto popularni
a do obecného povédomi se dostala az zacatkem jednadvacatého stoleti. Ve zacalo
v roce 2002, kdy americka technologicka spolecnost IBM vypsala soutéz tykajici se
této tlohy. Poté se objevily nové varianty hadanky a védecké clanky, které vedou
k pozoruhodnym aplikacim pfi nédvrhu komunikac¢nich protokoli. Pfedevsim teore-
ticky se jednad o velmi zajimavy problém a existuje mnoho dosud nezodpovézenych
otéazek souvisejicich s timto tématem.

Zadani problému

Do nejmenované véznice pravé nastoupilo sto novych véznt. Bachaf jim d& Sanci
vymanit se ze svého trestu. Pocinaje zittkem budou véznéni v oddélenych celach
a kazdy den bude vybran jeden vézen k vyslechu. Jedinym zajimavym predmétem
ve vyslechové mistnosti je bézna zarovka, coz je také jediny prostiedek, pomoci kte-
rého spolu mohou vézni komunikovat. Zarovku vidi pouze pravé vyslychany vézen
a muze ji dle svého uvazeni zhasnout nebo rozsvitit. Kdykoliv mtze kterykoliv vézen
ohlésit: ,,VSech sto véznt jiz bylo alespon jednou vyslechnuto.“ Pokud je to pravda,
budou v8ichni okamzité propusténi, v opac¢ném piipadé budou vsichni popraveni. Po-
mozte véznum domluvit si spolehlivou strategii, diky které se jim podafi dosahnout
svobody.

Predpoklady

(a) Kazdy vézeti bude vyslechnut nekone¢nékréat. V nékterych piipadech budeme
potfebovat dokonce, aby kazdy den byl vyslechnut nahodny vézen.
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(b) Zarovka je na zac¢atku zhasnuté.
(¢) Kazdy den je vyslechnut pravé jeden vézer.

ReZeni Glohy

V této sekci navrhneme nékolik rtiznych postupi, jak spolu mohou vézni pomoci za-
rovky komunikovat. Ke kazdému uvedeme navic stiedni pocet dni, po nichz budou
vézni propusténi. Pfedpokladame, ze kazdy den ma kazdy vézen se stejnou pravdé-
podobnost, ze bude vyslechnut.

Zkusime Stésti

Rozdélime dny na bloky po 100 dnech. Béhem kazdého bloku budou vézni komuni-
kovat podle nasledujicich pravidel:

(i) Pokud je prvni den bloku a zarovka je zhasnutd, rozsvit ji.
(ii) Je-li Zarovka rozsvicend a jsi v tomto bloku vyslechnut podruhé, zhasni ji.
(iii) Pokud je prvni den bloku a Zarovka je rozsvicend, ohlas, ze jiz byli vSichni
vyslechnuti.
(iv) Ve vSech ostatnich pripadech ponechej stav zZarovky nezménény.

Kdyz néktery vézen ohlasi, ze byli vSichni vyslechnuti, musel byt kazdy vyslechnut
pravé jednou v predchazejicich 100 dnech. Pokud by tam byl v poslednim bloku
nékdo dvakrat, zarovku by zhasnul. Ona ale zustala rozsvicena, takze tam byl kazdy

jenom jednou.
n+

Stiedni doba trvani: "T,l ~/aEe™ = 1,072 - 10* dni.

Poctar

Nasledujici protokol nespoléhd na pocitani dni, ale dava specialni funkci jednomu
vézni. Pred zacatkem si vSichni zicastnéni urci jednoho, ktery bude mit roli poctare.
Poctar si bude pamatovat jedno celé ¢islo — pocet spoluvézni, u kterych si je jist, ze
jiz byli vyslechnuti.

Vsichni ostatni vézni si budou pamatovat také jednu hodnotu — to, zda jiz poctari
sdélili, ze byli vyslechnuti. Pro lepsi pfedstavu uvazime, ze ma kazdy na zacatku
jeden token (= virtualni pfedmét, ktery se snazi pfedat poctafi).

Dale detailnéji popiSeme systém, kterym si vézni budou predavat tokeny:

(i) Pokud nejsi poGtar, mas jesté token a je zhasnuto, rozsvit a uber si jeden
token.
(ii) Jsi-li jsi poCtar a je-li rozsviceno, zhasni a pfipo¢ti si jeden token.
(i) Pokud jsi po¢taf a nasbiral jsi v8ech 100 tokent (véetné svého), ohlas uspéch.
(iv) Ve v8ech ostatnich pfipadech ponechej stav zarovky nezménény.
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Stfedni doba trvani: O(n?) ~ 10417,74 dni = 28,54 let.
Dynamicka volba poctare

Trochu vylepsime predchézejici protokol tim, Ze zvolime poctatre az v prubéhu, ni-
koliv dopfedu. Poctafem se stane ten, kdo bude béhem prvnich n dni jako prvni
vyslechnut podruhé. Cely protokol se tedy sklada ze dvou fazi:

(i) prvnich n dni — Pokud bude$ vyslechnut podruhé a je v mistnosti zhasnuto,
rozsvit a stan se poc¢tafem. Ostatni poté vidi rozsviceno a vi tedy, ze funkci
poctare si uz nékdo vzal. Kdyby nikdo neprisel do mistnosti podruhé, bude
v n-tém dni porad zhasnuto a vézen vyslychany ten den bude védét, ze vSichni
byli jednou vyslechnuti. Mize tedy ohlasit aspéch.

(ii) dny n+ 1, n + 2, ... — Uvazme, Ze po¢taf byl vyslechnut podruhé v k-tém
dni. Pfedtim bylo vyslechnuto k£ —1 riiznych lidi. Jsou to prave ti, kteti vidéli
v prvni fazi zhasnutou zarovku. Muzeme tedy postupovat podle predchéaze-
jiciho protokolu s tim rozdilem, Zze onéch k — 1 raznych lidi jiz své tokeny
poctafi predalo (védi to oni i podtar).

Pomocni poctari

Zésadni nevyhodou jednoho poctéfe je to, ze vidy pomérné dlouho trva (primeérné
100 dni), nez piijde a vezme si token. Navrhneme protokol, ktery pouzivd deset
pomocngch poétdii a jednoho hlavniho poétdfe (miZe jim byt dokonce jeden z po-
mocnych poc¢tait). Kazdy pomocny poc¢tar bude sbirat tokeny, dokud jich nebude
mit deset, a poté je posle hlavnimu poctari, ktery je posbird po desitkach. Teore-
ticky tedy staci, aby byl kazdy z poc¢tara vyslechnut pfiblizné dvacetkrat namisto
predchozich minimélné 100 vyslechti pocétare.

Na prvni pohled to muze vypadat pfimocafe, ale zlstava otdzkou, jak predavat
tokeny. Samoziejmé, ze pomoci zarovky (zadny jiny prostiedek totiz nemame). Pro-
blém je ale v tom, Ze neni jasné, zda rozsvicena zarovka znamend poslani jednoho
tokenu od nepoctdre nebo jednoho desitkového tokenu od pomocného poctafe tomu
hlavnimu. Tyto dvé situace musime néjak odlisit, nicméné Zarovka miize byt bo-
huzel pouze rozsvicend, nebo zhasnuta. Problém vyiesime tiskokem. Rozdélime dny
do jednotlivych fazi. V prvni fazi (napiiklad 100 dni) budou posilat nepoctéafi svoje
jednotkové tokeny a pomocni poc¢tari je budou sbirat. Poté bude néasledovat druha
faze (opét napiiklad 100 dni), kdy budou moct pomocni po¢tafi poslat své desitkové
tokeny (pokud jiz nasbirali deset jednotkovych) a hlavni po¢tér je bude sbirat. Po
druhé fazi bude nésledovat opét prvni faze a takto déle, dokud hlavni poc¢tar ne-
posbira vSech 100 tokent. Kazdy vézen si tedy musi dikladné pocitat dny a védét,
ktera faze praveé probiha.

Ani ted jesté nemame vyhrano. Miize se totiz stat, Ze nepo¢tar vysle v prvni fazi
token, ale do konce faze uz nebude vyslechnut zadny poc¢tar. Kdyz bude poté ve druhé
fazi vyslechnut hlavni poctar, mize si myslet, Ze rozsvicend zarovka symbolizuje
desitkovy token poslany od pomocného poctare. Takto mtze velmi snadno dojit
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k nedorozuméni, které povede k netispéchu. Bude tedy potreba dusledné hlidat, aby
tokeny ,nepretékaly” mezi fazemi. Opravime to tak, ze béhem posledniho dne kazdé
faze sebere vyslychany vézen token, pokud je zarovka rozsvicend, a to nezavisle na
tom, zda je to poc¢tar. I nepoctar tak muze mit u sebe nékolik jednotkovych ¢i
desitkovych tokenti. Tyto tokeny se pokusi pfi nejblizsi vhodné prilezitosti dorudcit
spravnym piijemcim. Kdyz mé néjaké tokeny, které mu nendlezi, je spravna faze a
zhasnuta zarovka, vysle jeden z nich rozsvicenim zarovky.

Tento pomérné komplikovany dorucovaci mechanizmus jiz funguje. Nyni ho popi-
Seme presnéji — kazdy vézen zacind s jednotkovym tokenem a kazdy si bude pama-
tovat pocet jednotkovych a desitkovych tokenti, které vlastni.

Hlavni podtaf
(i) Pokud mas 10 desitkovych tokent, ohlas vitézstvi.
(ii) Pokud je druha faze a zarovka je rozsvicend, zhasni a pfipo¢ti si desitkovy
token.

(iii) Pokud je prvni fize, m4as jednotkovy token a zirovka je zhasnutd, rozsvit a

odeber si jeden token.

(iv) Je-li posledni den prvni faze a je rozsviceno, zhasni a p¥ipocti si jednotkovy

token.
Pomocny podtar
(i) Pokud mas 10 jednotkovych tokentl, zahod je a vyrob z nich jeden desitkovy
token. Prestavas byt pomocnym poctarem a stavas se nepoctarem.
(ii) Pokud je prvni faze, zarovka je rozsvicend, zhasni a pFipoc¢ti si jednotkovy
token.

(iii) Pokud je druha fize, mas desitkovy token a zarovka je zhasnutd, rozsvif a

odeber si desitkovy token.

(iv) Je-li posledni den druhé faze a je rozsviceno, zhasni a pfipo¢ti si desitkovy

token.
Nepocdtar
(i) Pokud je prvni fize, mas jednotkovy token a zirovka je zhasnutd, rozsvit a
odeber si jeden token.
(ii) Je-li posledni den prvni faze a je rozsviceno, zhasni a pfipo¢ti si jednotkovy
token.

(iii) Pokud je druha fize, mas desitkovy token a zarovka je zhasnutd, rozsvit a

odeber si desitkovy token.

(iv) Je-li posledni den druhé fize a je rozsviceno, zhasni a pfipoc¢ti si desitkovy

token.
Stfedni doba trvani: 3500 — 4000 dni = 9,5 — 11 let.

Binérni tokeny

Myslenku uvedenou v predchézejicim feseni se nyni pokusime jesté zobecnit, a doséh-

nout tak témér nejlepsiho dosud zndmého postupu. Jak jiz ndzev napovida, nebudou

poctari shlukovat tokeny po deseti, ale po mocninach dvojky. Budeme potiebovat,
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aby pocet vSech tokenii byla mocnina ¢isla dvé. Kdyz pocet véznt neni mocnina
dvojky, ddme na zacatku nékterému vézni tokend vice.

Pfedpokladejme tedy, Ze vSichni vézni dohromady maji 2% tokentl. Jejich poca-
tecni rozdéleni si domluvi pred zacatkem, pficemz jedind podminka je, aby mél kazdy
alespon jeden. Jakmile nékdo ziské vsechny, mize ohlésit tispéch. Podobné jako v mi-
nulém piipadé budou i tentokrat jednotlivé tokeny rizné cenné. Konkrétné mame
k+1 druhti tokenti o hodnotéch 20,21, ..., 2%, Jakmile nékdo ziska dva tokeny stejné
hodnoty 2¢, udéla z nich jeden hodnoty 2¢+1.

Jak si budou vézni tokeny mezi sebou predavat? Opét nas nezklame myslenka
rozdéleni dnt na faze. Tentokrat bude ovsem fazi k a bude mnohem vice zaviset na
jejich velikosti. Jako nejlepsi se ukazuji stejné dlouhé faze o zhruba 613 dnech. Nyni
jiz mame vse potiebné k tomu, abychom Fadné popsali, jak budou vézni komunikovat
v i-té fazi:

(i) Pokud ma$ token hodnoty 2*, ohlas tspéch.
(ii) Pokud mas dva tokeny hodnoty 27 pro né&jaké celé j, udélej z nich jeden token
hodnoty 271,
(iii) Je-li zarovka rozsvicend, zhasni ji a pfipo¢ti si token hodnoty 2°.
(iv) Je-li Zdrovka zhasnuté a méas-li token hodnoty 2¢, rozsvit a odeber si token.

Stfedni doba trvani: O(n(Inn)?) ~ 3500 dni = 9 let.

Varianty alohy

(1) Zékefny bachat — Je ddno pfedem znamé piirozené ¢islo k. Bachaf muze
k-krat béhem celého procesu zménit stav zarovky (rozsvitit nebo zhasnout).

(2) Vsichni musi ohlasit — Vézni budou propusténi jediné tehdy, pokud v8ichni
ohlasi, ze jiz vsichni byli vyslechnuti.

(3) Propustény po ohlaSeni — Vsichni vézni museji ohlésit, ale pokud nékdo
ohlési, je okamzité propustén a uz nikdy nebude vyslychan.

(4) Cervené a modré cely — Néktefi vézni jsou ubytovani v ervenych celach,
zatimco ostatni v modrych. Pfi ohldSeni musi vézen také nahlasit, kolik jeho
kolegti bydli v ¢ervenych a kolik v modrych celach.

(5) A posle zpravu B — Piedem urceny vézeni A musi poslat zpravu (pfirozené
¢islo) vézni B.

(6) Cisla v celach — V kazdé cele je napsano jedno celé ¢islo. Vézen, ktery
ohlasuje, musi nahlésit také vSechna tato cisla.

(7) Vsichni posilaji zpravy vSem — Navrhnéte obecny protokol, pomoci kte-
rého si budou moci navzajem posilat jakékoliv zpravy.

(8) Vsichni musi ohlasit ve stejny den — Vézni mohou ohlésit, Ze jiz vSichni
byli vyslechnuti, také ve dny, kdy nejsou vyslychani. Budou propusténi jediné
tehdy, pokud to vSichni ohlasili ve stejny den. Ohlési-li to nékdo diive, budou
vSichni popraveni.

(9) Ndhodné &asy — Reste vSechny predchazejici tilohy bez predpokladu (c).
Vézni jsou vyslychani v ndhodné ¢asy a nemohou tedy pocitat dny.
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Navody na teSeni jednotlivych variant

(1) Zakeiny bachaf — Kazdy vézen bude mit 2k + 1 tokenti (méné nestaci!), a kdyz
poC¢taF napocitd do 100(2k + 1) — k, mize ohldsit, Ze jiz vSichni byli vyslechnuti.
(2) VSichni musi ohlasit — Pouzijeme strategii poctdr s tokeny n druht (tedy n
fazi). Kazdy vézeni bude mit na za¢atku token uréeny pro kazdého dalsiho. Kazdy
vézen je poctafem svého druhu tokent.

(3) Propusténi po ohlaseni — Funguje pfedchazejici strategie: vézen ohlési aZ
tehdy, kdyz nasbira svych sto tokent a zbavi se vSech ostatnich.

(4) Cervené a modré cely — Pouzijeme jednoho poctdre, ktery bude shirat dva
druhy tokent — éervené a modré (dvé faze). Nasbira-li dohromady 100 tokent, ohlasi,
kolik z nich bylo ¢ervenych a kolik modrych.

(5) A posle zpravu B — Vézen A zakdduje zpravu do binarni soustavy. Chee-li
pouzivat jiné znaky nez jednicky a nuly, mohou se domluvit na posilani naptiklad
po péti bitech, kde kazda pétice bude vyjadfovat jedno pismeno. Pét nul pak mtize
znamenat konec zpravy.

Jak ale posilat jednicky a nuly? Pouzijeme opét dva druhy tokenu: nulovy a jed-
nickovy. Vézen A bude postupné posilat vézni B jednotlivé bity zpravy. Pfenos ale
bohuzel nezachovava poradi, takze vézen B pravdépodobné dostane bity prehazené.
Abychom tomu zabréanili, pfidame jesté potvrzovaci token, ktery posle vézen B vézni
A po prijeti jednoho bitu (nulového nebo jednic¢kového tokenu). Vézeir A vzdy po
vyslani bitu ¢ekd na potvrzovaci token a dalsi bit vysle az po jeho obdrzeni. Po-
tfebujeme tedy celkem tii faze a jim odpovidajici tfi typy tokent. Vsichni ostatni
vézni si musi pamatovat, kolik maji kterych tokentl. Nastésti vSéak mohou mit vSichni
dohromady v kazdém okamziku nejvyse jeden token (bud se posila bit, nebo se éekd
na potvrzeni pfijeti).

(6) Cisla v celach — Komunikaé¢ni kanal popsany v predchozi pasazi realizujeme
mezi poctafem a kazdym vézném. Celkem tak bude potifeba 3 - 99 rtznych tokent.
Tedy bude také 3 - 99 fazi a kazdy vézen si bude muset pamatovat, kolik kterych
tokenu drzi.

(7) V8ichni posilaji zpravy vSem — Opét pouzijeme stejny mechanizmus, ale ten-
tokrat budeme potiebovat dokonce 3nm=1 qruhi tokent. Kazdy vézen takto muize
komukoliv poslat jakoukoliv zpravu. To vSe realizuji vézni pomoci jediné zarovky.

(8) VSichni musi ohlasit ve stejny den — Vzhledem k piedchozim vysledkiim
to mize znit pomérné prekvapive, ale skutecné neni mozné navrhnout spolehlivy
postup, pomoci kterého by vézni ohlasili, Ze jiz vSichni byli vyslechnuti, ve stejny den.
Pro spor predpokladejme, ze takova strategie existuje, a uvazme néjakou posloupnost
vyslychani véznt, pti které vsichni vézni ohlasi, Ze jiz byli vyslechnuti. Kazdy vézen
se musi nékdy rozhodnout, ze i pokud by uz nebyl vyslechnut, tak v néjaky den
D ohlasi. Podivejme se na toho vézné, ktery se rozhodne jako prvni. Od dne jeho
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rozhodnuti jej uz nebudeme vyslychat a jako zakerny bachaif budeme az do dne
D stéle vyslychat jednoho jiného vézné. Zadny vézen kromé téchto dvou se tedy
nerozhodne ohlasit, coz je spor s existenci strategie.

Prestoze si vézni mohou vyménit jakékoliv zpravy, nemohou se domluvit na jed-

nom konkrétnim dni tak, aby se to vsichni stihli dozvédét. Schopnost vymeénovat si
zpravy je sice silny nastroj, ale vézni nemaji zadny odhad na to, jak dlouho bude
posilani zpravy trvat.
(9) A co bez poéitani dni? — Navrhneme protokol, pomoci néhoZ si vézni mohou
posilat zpravy bez toho, aby pocitali dny. Ve vSech predchozich fesenich bylo na-
prosto klicové, aby vézni presné védéli, kterd faze pravé probiha. Neni tedy mozné
ptrimo aplikovat vyse uvedené postupy.

Zpravu budeme reprezentovat jako nezaporné celé ¢islo N (napiiklad ve dvojkové
soustavé). Vézeit A bude vézni B postupné posilat N tokent. Jelikoz A je jedingm
odesilatelem (jediny, kdo rozsvécuje zarovku) a B jedinym piijemcem (jediny, kdo
zarovku zhasind), nemohou se tokeny nikde ztratit a po uré¢ité dobé dojde jisté celd
zprava k B. Poté A prestane vysilat tokeny. Problém je ale v tom, Ze B nevi, jestli

Na prvni pohled to opét vypadéd jako nefesitelny problém, my ale piesto uké-
Zeme postup, jak se s nim vyporadat. Vézen B obcas posle jeden token zpatky, aby
vyzkousel, jestli uz A poslal vSechno. Pokud A jiz poslal vSechno a vidél zhasnuto
(tj. vi, ze B vSe pfijal), je potom ochoten pfijmout jeden token. Kdyz se potvrzeni
podafi, uvidi poté B opét zhasnuto a bude si jist, ze dostal celou zpravu. Pokud
potvrzeni nedostane (bud proto, Ze A bude jesté posilat, nebo proto, Ze mezitim
nebyl vyslechnut), zkusi to po néjaké dobé znovu.

Uvedenym zptisobem muze predem zvoleny vézen poslat jakoukoliv zpravu jinému
predem urcenému vézni. Tentokrat ovsem neni vibec jasné, jak protokol rozsirit pro
komunikaci kazdé dvojice vézntu. Je mozné navrhnout systém, jak se budou vézni
dorozumivat kazdy s kazdym, i pokud nemohou pocéitat dny. Je ale pomérné naroény
a zdlouhavy, a proto ho nebudeme uvadét. Jeho kompletni popis spolecné s detailnim
rozborem vétsiny uvedenych metod naleznete v ¢lanku [4].
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