Stejnolehlost a kruznice
' Pepa Tkadlec

ABSTRAKT. Prispévek opakuje zakladni vlastnosti stejnolehlosti. Dale vysvét-
luje princip skladani stejnolehlosti a na zavér dava vse do souvislosti s mocnosti
bodu ke kruznici a kruhovou inverzi.

Uvod

Co maji spole¢ného stejnolehlost a mocnost bodu ke kruznici se zdkladnimi vlast-
nostmi kruhové inverze? V jednoduchosti by se dalo fici, ze jakousi ndsobivost.
Pomoci téchto tii fint si totiz umime v geometrickych tlohéch vyrabét souciny a
podily ruznych délek, které pak mezi sebou mizeme porovnavat. Zacneme stejno-
lehlosti, jejiz role je klicova, a postupné se pfes ulohy, ve kterych bude potieba
stejnolehlosti hned nékolik, dopracujeme az k tém, kde uz sama nestac¢i. Abychom
si ujasnili pojmy, zminime na zacatek nekolik definic a vét.

Trocha definic

Definice. (Stejnolehlost) Je ddn bod S a redlné ¢islo k, k # 0. Stejnolehlost se
stfedem S a koeficientem k je zobrazeni H (S, k), které pfifazuje:

(i) kazdému bodu X # S bod X' tak, ze plati |SX'| = |k| - |SX| (pfitom
pro k > 0 lezi bod X' na polopfimce SX a pro k < 0 je bod X' bodem
polopiimky opacné),

(ii) bodu S bod S' = S.

Je-li X vzor a X' obraz ve stejnolehlosti H(S, k), piSeme

H(S,k): X — X',

Véta. Slozenim dvou stejnolehlosti Hy(S1,k1), H2(S2, ko) (k1 - ko # 1) vznikd
stejnolehlost H3(Ss,k3), kde Hs € HiHs a k3 = ky - ko. Pokud ky - ke = 1, vznika
posunuti.

Véta. (Desargues) Necht ABC a KLM jsou dva trojihelniky. Piimky AK,
BL, CM prohéazeji jednim bodem nebo jsou vSechny rovnobézné, praveé kdyz body
X=ABNKL,Y=BCNLM,Z =ACN KM lezi v pfimce.

Definice. (Mocnost) Mocnost bodu M ke kruznici k(S,r) (znaceno m(M,k))
je cislo |MS|)* —r2.
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Véta. Je-li p pfimka prochazejici bodem M a protinajici kruznici k v bodech
A,B, pak [MA| - |MB| = |m(M,k)| nezavisle na volbé pfimky p.

Definice. (Kruhové inverze) Necht je ddna kruznice k(I,r). Kruhova inverze
piifadi bodu X bod X' lezici na polopfimce I X tak, aby platilo

|IX|-|IX'| = r?.

Specialné I — oo a oo — I. Bod I nazyvame stfed inverze.

Véta. Obrazem primky v kruhové inverzi je piimka, nebo kruznice. Obrazem
kruznice je kruznice, nebo piimka.

Uloha mimo misu

Priklad 1. V pravothlém trojihelniku ABC s pravym thlem u vrcholu C je D
pata vysky na preponu. Necht 7, 71, ry jsou postupné poloméry kruznic vepsanych
trojuhelnikiim ABC, ACD, BCD. Dokaite, 7e r? + r3 = r2.

Obycejna stejnolehlost

Notné radka tloh se da vyresit jen pouhou obratnou manipulaci se stejnolehlosti.
Na takové se podivame nejdfiv. Jak poznat, Ze mize pomoci pravé stejnolehlost?
Dobrym voditkem byvaji dotykajici se kruznice. Pokud se totiz dvé kruznice k, [
dotykaji v bodé T, je tento stfedem jejich vnéjsi stejnolehlosti. Dale muze stej-
nolehlost pomoci pfi dokazovéni, ze nékolik pfimek prochazi jednim bodem (kon-
krétné stfedem stejnolehlosti). Hlavu také nevésime, pokud se v zadani vyskytuje
hojnost stfedd tsecek — tam mnohdy situaci vyjasni stejnolehlost s koeficientem
2.

Priklad 2. KruZnice k, [ maji vnitini dotyk v bodé T'. Na [ zvolime body A, B
tak, ze AB se dotyka k v bodé S. Dokazte, ze T'S je osou uhlu AT B.

Priklad 3. KruZnice k, I maji vnéjsi dotyk v bodé T. Navic se obé vnitiné
dotykaji kruznice m postupné v bodech R, S. Druhy pruseéik pfimky RT s kruznici
m ozna¢me Q. Dokazte, ze |[<T'SQ| = 90°.

Priklad 4. V trojihelniku ABC protinaji osy vnitfnich thlt kruznici opsanou
postupné v bodech Sy, Sg, Sc. Kruznice vepsana se dotyka stran a, b, ¢ postupné
v bodech K, L, M. Dokazte, ze ptimky S4 K, SpL, Sc M prochéazeji jednim bodem.

Priklad 5. Necht ABC je trojahelnik a necht D je priiseéik teény ke kruznici
opsané trojuhelniku ABC v bodé A a pfimky BC'. Necht E je prisecik kolmice na
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BC v B a osy strany BA. Analogicky necht F je priseéik kolmice na BC v bodé
C a osy strany C'A. Dokazte, ze D, E, I lezi v pfimce.

KdyZ jedna nestaci

Obcas jedna stejnolehlost nestaéi a my si musime vypomoci sklddéanim. Vyuzivime
toho, Ze slozenim dvou stejnolehlosti vétsinou vznika opét stejnolehlost, a to se
stfedem na pfimce uréené ,dil¢imi“ stiedy.

Priklad 6. V roviné jsou dany dvé neprotinajici se kruznice k, [, pficemz k lezi
uvnitt {. Bud m kruZnice, kterd ma s k vnéjsi dotyk v bodé K a s [ vnitini dotyk
v bodé L. Dokazte, ze K L prochazi pevnym bodem X nezavislym na volbé m.

Priklad 7. Bud ABCD konvexni ¢tyfuhelnik a P bod na strané AB takovy, ze
kruznice vepsand trojihelniku C'PD majici stied v I se dotyka kruznic vepsanych
trojuhelnikim APD, PBC postupné v bodech K, L. Oznaéme E = AC N BD a
F = AK N BL. Dokazte, ze body F, I, F lezi v pfimce.

Priklad 8. Necht ABCD je konvexni ¢tyfuhelnik, ve kterém |BA| # |BC|.
Ozna¢me postupné wi a ws kruznice vepsané trojuhelnikim ABC, ADC. Pted-
pokladejme, Ze existuje kruznice w, ktera se dotyka polopfimky BA za bodem A,
polopfimky BC za bodem C' a pfimek AD, CD. Dokazte, Ze spole¢né vnéjsi teCny
kruznic wy a wo se protnou na kruznici w.

Priklad 9. Kruznice k, I, m maji po dvou vnéjsi dotyk (INm = A, kNm = B,
kNl = C). Kruznice n m4 se vSemi navic vnitini dotyk postupné v bodech K, L,
M. Dokazte, ze pfimky AK, BL, CM prochéazeji jednim bodem.

Konecné nasobime

A uz je to tady! Uspéiné jsme se prokousali pfes stejnolehlost a skladani a je
na Case zacCit nasobit délky. Zaclenime tedy do naseho arzenalu mocnost bodu ke
kruznici, uz na zacatku zminénou kruhovou inverzi nebo naptiklad Euklidovy véty
o vysce a odvésné a jdeme na to.

Priklad 10. Dokazte, Ze onen pevny bod X z ptikladu 6 ma ke vSem kruznicim
m stejnou mocnost.

Priklad 11. Je dana pilkruznice ¢ nad primérem AB a na ni bod C. Bodem
C vedeme kolmici p k AB. Zkonstruujme nyni kruznici k tak, aby se dotykala ¢
v bodé T, AB v bodé D a p v bodé P. Dokazte, ze C'D puli thel ACP.

Priklad 12. Méjme ¢tyfuhelnik EFGH takovy, ze se daji sestrojit kruznice e, f,
g, h se stfedy po fadé v bodech E, F', G, H tak, aby se kruznice e, g obé dotykaly
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(vnéjsim dotykem) kruznic f, h. Ukazte, ze pak body dotyku téchto kruznic tvoii
tétivovy Ctyituhelnik.

Priklad 13. Daéana je kruZnice k a piimka p, kterd ji protind v bodech A,B.
Oznac¢me C' stfed jednoho z obloukti AB. Bodem C vedeme primky 7, s. Jejich
pruseciky s pfimkou p a druhé priseciky s kruznici k£ oznacime R,, Ry, Sp, Sk.
Dokazte, ze tyto ¢tyfi body lezi na kruZnici.

Priklad 14. Do kruhové tsece jsou vepsany dvé navzajem se dotykajici kruznice
k, l. Dokazte, Ze jejich spole¢nd vnitini teéna prochazi pevnym bodem.

Priklad 15. V roviné je déna pfimka d a na ni body A, B. Kruznice k, I, m,
n se sttedy K, L, M, N se vSechny dotykaji d. Pfitom k a | maji vnéjsi dotyk
v A, m an maji vnéjsi dotyk v B a K a M leZi v téze poloroviné uréené primkou
d. Navic existuje kruznice w, kterd ma se vsemi ¢tyfmi vnitini dotyk. Dokazte, Ze
KM a LN se protinaji na d.
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