Spiralni podobnost

Franta Konopecky

ABSTRAKT. Obsahly a souhrnny elaborat o spirdini podobnosti (tj. slozeni stej-
nolehlosti a otoleni), urdeny jednak jako uceleny studijni materidl vyuzitelny i
pro samostudium, druhak jako obsdhly zdroj ptrikladt s navody a feSenimi. Pocet
prikladi: 15, pocet cviceni: 5, pocet tvrzeni o spiralni podobnosti: 10.

Uvod

Spirdlni podobnost je nejobecnéjsi pfimé podobné zobrazeni roviny, které fesi né-
které jinak velmi slozité tlohy. Cilem tohoto prispévku je sestavit uceleny souhrn
poznatki o spiralni podobnosti, ukazat pouziti na prikladech a umoznit plnohod-
notné nastudovani problematiky.

Definice. Spirdlni podobnost je slozeni otoceni a stejnolehlosti podle téhoz stie-
du. Je uréena stfedem spiralni podobnosti O, orientovanym thlem otoceni @ a
koeficientem stejnolehlosti k& > 0. Znacime ji S(O, &, k).

Spiralni podobnost S(O, d, k)
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Motivacni priklady

Priklad 1. V roviné jsou dény razné velké stejné orientované podobné troju-
helniky ABC a A’B’C’. St¥edy tseéek AA’, BB', CC’ ozna¢me po fadé A”, B”,
C". Ukazte, ze i trojuhelnik A” B”C" je podobny predchozim trojihelnikim.

KL{COVA sLOVA. spiralni podobnost, geometrie, zobrazeni, podobnost, hardcore, studijni

text, stejnolehlost, otoceni
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Reseni. Trojuhelniky ABC a A’B’'C’ jednozna¢né urcuji spirdlni podobnost S
(0, £), ktera prevadi jeden na druhy (to bude jedno z nasledujicich tvrzeni).
Trojthelniky OAA’, OBB’, OCC’ maji stejny thel u vrcholu O a stejny pomér
prilehlych stran. Jsou tedy podobné, a to i s téZnicemi, podobné jsou tak i troj-
tihelniky OAA”, OBB", OCC". Nové spiralni podobnost S(O, W', %) zobrazuje
trojuhelnik ABC na A” B”C". Spiralni podobnost je podobné zobrazeni, trojihel-
niky jsou podobné.

Priklad 2. Je dédn étytthelnik ABCD s rtiznobéznymi protéj$imi stranami. Pri-
se¢ik pfimek AB a CD oznafme @ a prisecik piimek AD a BC ozna¢me R.
Ukazte, Ze kruznice opsané trojuhelnikim BCQ, ADQ, ABR, CDR prochézeji
jednim bodem.
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Reseni. Protoze se viechny ¢tyii kruznice protinaji ve st¥edu spiralni podobnosti
O, kterd zobrazuje A — B, D — C, je dtikaz dokoncen.

S nynéjsimi znalostmi je predchozi dikaz neplatny, ale za nékolik malo oka-
mzik bude vSe opravdu takto jednoduché!

Vlastnosti spiralni podobnosti

Tvrzeni 1. (Zakladni vlastnosti)  Pro spiralni podobnost plati:

(i) Je to podobné zobrazeni, obrazem p¥imky je piimka, obrazem ¢tverce je
¢tverec, obrazem stredu usecky je stfed obrazu usecky, obecné obrazem
utvaru je jemu podobny utvar.

(ii) Uhel mezi piimkou a jejim obrazem je tihel otoceni.

(iii) Pomeér délky tsecky a jejiho obrazu je roven koeficientu stejnolehlosti.
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Tvrzeni 2. (Specialni ptipady)  Spirdlni podobnost S(O, W', k) se pfi specialnich
hodnotach @, k redukuje néasledovné.

(i) Pro W = 0 dostdvame stejnolehlost se stredem O a koeficientem k.

(i) Pro & = 180° dostdvame stejnolehlost se stredem O a koeficientem —k.
(iii) Pro k = 1 dostdavame otoceni kolem O o tihel @'
(iv) Prok =1 a w = 180° dostdvame stifedovou soumérnost se stredem O.
(v) Zadna kombinace O, @, k ndm neda posunuti nebo nepiimé zobrazeni.

Tvrzeni 3. (Spiralni podobnosti chodi po dvou!)  Necht spirdlni podobnost se
stfedem O prevadi A — C a B — D. Pak jednoznac¢né urcena spiralni podobnost,
ktera prevadi A — B a C — D, ma téz stied v O. Uhel otoceni a koeficient se
muze lisit.
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Tvrzeni 4. (Existence a jednozna¢nost) V roviné jsou dany body A, B,C,D
takové, ze ABDC' (v tomto poradi!) neni rovnobéznik. Pak existuje pravé jedna
spirdlni podobnost, kterd prevadi A — C, B — D. (V pfipadé rovnobézniku
ABDC bychom potfebovali posunuti, které spirdlni podobnost neposkytuje.)
Ndvod. Jednoznacnost: feknéme, ze existuji dvé takové spiralni podobnosti Sy
a Sy s riuznymi stfedy O; a O,. Zustane v identité S; o 82_1 bod O; na misté?
Existence: je obsazena v tvrzeni 6.
Lemma 5. (S.p. jednoznaéné uréena trojihelnikem OAA’.) Bud S(O, W, k)
spirdlni podobnost zobrazujici bod A na A’. Potom plati ndsledujici.
(i) Pro riizné body A jsou vSechny trojihelniky OAA’ podobné.
(ii) Libovolny trojuhelnik OAA’ zpétné jednoznacné urcuje spirdlni podobnost
S(0, W, k).
Znaéeni. Orientovany thel ABC, tedy thel od polopfimky — BA k poloptimce
—
— BC, budeme znaéit <ABC'.
Tvrzeni 6. (Konstrukce stfedu; existence) Bud ABBA’ étyrihelnik takovy,
Ze se pfimky AB a A’'B’ protinaji v bodé Q. Potom druhy prisecik O kruZnic
—_—
opsanych trojithelnikiim QAA’ a QBB’ je stfed spiralni podobnosti S(O, <qAOA’,

‘lﬁ—g,“), kterd zobrazuje A — A', B — B’.

Diikaz. Pokud O splyva s @, redukuje se spiralni podobnost na otoceni. Pred-
pokladejme O # Q. Podle predchoziho lemmatu 5 nam staci k existenci spiralni
podobnosti se stiedem v O ukézat podobnost trojuhelniki OAA’ a OBB’. Tu
prubne shodnost thlt. Diky rovnostem obvodovych thli je

|<AOA'| = |[<AQA'| = |[<BQB'| = |[<BOB'|,

|<BB'O| = |<BQO| = |<AQO| = |<AA'O]

a trojuhelniky OAA’ a OBB’ jsou podobné.
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Tvrzeni 7. (Prisecik étyt kruznic, Miquel’s point of quadrilateral) Bud ABB’A’
Ctyrthelnik s riiznob&Znymi protdjsimi stranami. Priise¢ik piimek AB a A’'B’
ozna¢me @, prisecik primek AA’ a BB’ oznac¢me R. Potom stred spirdlni po-
dobnosti O, ktera zobrazuje A — A’ a B — B’, je priisecikem kruznic opsanych
trojihelnikim AA'Q, BB'Q, ABR a A'B'R.

Dikaz. Podle tvrzeni 3 je O stiedem dvou spirdlnich podobnosti. Diky prvni
z nich lezi podle tvrzeni 6 na kruznicich opsanych ABQ a A’B’Q a diky druhé na
kruznicich opsanych AA’R a BB'R.

Poznamka. Predchozi tvrzeni ndm zéroven (uz regulérné) dokizalo druhy mo-
tivacéni priklad.

Cviceni na spiralni podobnost

Nasleduji dilezita cviceni na pochopeni principt spirdlni podobnosti. Jejich vyte-
Seni (vétsinou pomoci nékterych tvrzeni) je esencidlni k pochopeni tézsich pfikladi.
Pouzivejte v nich hlavné analogie k motiva¢nimu piikladu 1. Dale si zkuste pomoci
tvrzeni 4 o existenci a jednoznacnosti zdivodnit, ze spiralni podobnost mtizete po-
uzit, a navic jednoznac¢né. Poté ze zakladnich vlastnosti o podobnosti a lemmatu
5 hledejte dalsi spirdlni podobnosti, pripadné vyuZijte existence ,,dudlni“ spiralni
podobnosti podle tvrzeni 3.

Cviceni 1. Na sténé visi dvoje hodiny, jedny jdou o ¢tvrthodinu napted. Jak se
pohybuje stfed spojnice konct velkych rucicek?

Cviceni 2. KruzZnice k, [ se protinaji v bodech A, B. Bodem A se ot4¢i ptimka,
kterd protind kruznici £ podruhé v bodé K a [ podruhé v L. Jakou mnozinu
vykresluje stied tsecky K L?

Cviceni 3. Zadani stejné jako v predchozim piikladé, akorat se ptame, jakou
mnozinu vykresluje bod N use¢ky KL, pro ktery |[KN| = 2|LN]|.

Cviceni 4. Zadéani stejné jako v pfedchozim prikladé plus je tsecka K L doplnéna
na rovnostranny trojuhelnik K LM. Co maluje bod M?

Ndvod. Dokazte, ze méa Gtyftuhelnik BLM K pofad stejny tvar (z obvodovych
Ghld a stejného tvaru rovnostranného trojuhelniku). VSechny trojuhelniky BLM

jsou si tim padem podobné a spiralni podobnost se sttedem v B, thlem <L.BM a
koeficientem |BL|/|BM | zobrazuje kazdy bod L do né&jakého bodu M.

Cviceni 5. Po tfech riznobéznych pfimkéach se rovnomérné pohybuji body A,
B, C. Ukazte, ze pokud jsou ve dvou ¢asech t1, to trojuhelniky ABC podobné,
tak uz jsou podobné v kazdém okamziku.
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Shrnuti spirdlni podobnosti

A na zavér vykladu uvadime dulezité fakty o spirdlni podobnosti, které by si mél
ddrazné osvojit kazdy, kdo ji chce umét pouzivat.

(i) S.p. je podobné zobrazeni, vechny poméry a tvary se zachovavaji.
(ii) Uhel otoceni je i ihlem odpovidajicich si piimek v zobrazeni.
(iii) Stfedem s.p. prochézi ¢ty¥i kruznice umoznujici nékolikandsobnou rovnost
obvodovych thli.
(iv) Kazda s.p. mé vzdy dudlni s.p., kterd mé stejny stfed a poskytuje dalsi
rovnosti thla.
(v) Pokud trojthelnik tvofeny tfemi rovnomérné se pohybujicimi body mé
dvakrat stejny tvar, ma porad stejny tvar.
Bohuzel nejsou tvrzeni o spirdlni podobnosti obecné znama, takze je dobré
miti na paméti i ndznaky jejich dikaz, abyste mohli pouzité fakty zduvodnit. Viz
cviceni 5.

Priklady na spirdlni podobnost

Priklad 3. (Simpsonova piimka) Bud ABCD tétivovy ¢tyfiahelnik. Ukazte, ze
paty kolmic z D postupné na pfimky AB, AC, BC lezi na jedné pfimce. Paty
oznacme postupné P, Q, R.

Ndvod. Doplitte do obrazku bod S tak, aby byly trojuhelniky DQS, DRA a DPC

—_—

podobné. Spiralni podobnost S(D, <PDC, %) zobrazuje trojici bodtt P-Q-R na
C-S-A, které lezi na pfimce.

Priklad 4. (USAMO 2006) Necht ABCD je ¢tyfthelnik a necht E, F' jsou
body postupné na strandch AD, BC takové, ze déli strany ve stejném poméru
|AE| : |ED| = |BF| : |FC|. Pfimka EF protind pfimky BA a C'D postupné
v bodech S a T'. Dokazte, ze kruznice opsané trojuhelnikim SAE, SBF, TCF a
T DFE maji spoleény bod.

Ndvod. Najdéte spiralni podobnost zobrazujici A — B a D — C a vyuZijte
tvrzeni 6 o konstrukci stiedu.

Priklad 5. (PraSe 27-3-8) ABC je ostrouhly trojihelnik s vyskou AD. Body X
a Y lezi po fadé na kruznicich opsanych trojahelnikim ABD a ACD tak, ze X,
D, Y lezi na jedné pfimce a X # D # Y # B. Ozna¢me dale M stfed strany BC'
a M’ stfed tsecky XY. Dokazte, ze pfimky MM’ a AM’ jsou kolmé.

Ndvod. Najdéte spiralni podobnost svazujici tfi Thaletovy kruznice.

Reseni. Dvé rlizné feseni najdete na http://mks.mff.cuni.cz/archive/27/3.pdf.
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Pfiklad 6. (Od Kennyho) Strandm AB a BC trojthelnika ABC pfipiSeme
zvenci podobné pravotihelniky? BK LC a M N BA. Ukazte, ze ptimky NC, ML a
AK prochézeji jednim bodem.

Ndvod. Vezmeéte vhodnou spirdlni podobnost a zobrazte na sebe kruznice opsané
nasim pravouhelniktim.

Priklad 7. (Zobecnéni IMO 2005) Méjme konvexni ¢tyiuhelnik ABCD, ktery
neni lichobéznik. Na stranach AB a CD jsou body E a F, které déli své strany
ve stejném poméru |AFE| : |[EB| = |CF| : |FD|. Priseciky uhlopfi¢ek a piimky
EF ozna¢me P, @, R. Potom pro ruzné polohy bodu E prochéazi kruznice opsané
trojuhelniku PQR jesté jednim pevnym bodem (rtiznym od priseciku thlopticek
P).

Navod.

(i) Vykreslete vSechny kruznice vztahujici se ke spirdlni podobnosti pfevadéjici
A—C,B—D.

(ii) Pomoci obvodovych ahli ukazte, Ze stfed oné spirdlni podobnosti lezi na
kruznici opsané trojuhelniku PQR.

Piiklad 8. (Od Kennyho) Je dan pétithelnik ABCDE takovy, Ze jsou si troj-
uhelniky ABC, ACD, ADFE podobné. Ozna¢me T prisecik BD a CE. Ukazte, ze
pfimka AT je kolm4 na spojnici stfedtt S; a Se kruznic opsanych trojihelnikiam
ABC a ADE.

Ndavod.

(i) Stac¢i vam ukazat, ze |ASi| = |51T| a |ASs| = |S2T.
(ii) Pomoci spirdlni podobnosti dokazte rovnost thla |[<BAC| = |[<BTC| a
ABCT je tétivovy.

Priklad 9. (IMO Shortlist 2006) Bud ABCDE konvexni pétithelnik takovy, ze
jsou si trojthelniky ABC, ACD, ADE podobné. Uhlopticky BD a CE se protinaji
v P. Ukazte, ze ptimka AP puli stranu CD.

Ndvod. Oznaéme Q priseéik BD a AC, R priise¢ik DA a EC. Diky Cévové Véte3
nam staci ukdzat |AQ| : |QC| = |AR| : |RD|. Ctyithelniky ABCD a ACDE si
odpovidaji ve spiralni podobnosti, tedy i jejich pruseciky uhlopficek, a jsou tak
zachovany potfebné poméry.

2Pravotuhelnik je obdélnik nebo &tverec.
3Cevova véta: Na stranach a, b, c trojuhelnika ABC jsou postupné body Aj, Bi, Ci.

Piimky AA;, BB1, CC1 se protinaji v jednom bodé, pravé kdyz plati rovnost “ggﬂ . }ggﬂ .
. ‘CBI‘ =1
[ABq] ’
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Priklad 10. Je dan pravouhly trojihelnik ABC s pravym tthlem u C. Oznaéme
M stied pfepony a D takovy bod odvésny BC, ze plati |CD| = |CM|. Necht déle
P znadi prusecik kruznic opsanych trojihelnikim CM B a BDA, P # B. Ukazte,
ze pfimka BP je osou uhlu ABC.

Navod.

(i) Najdéte spiralni podobnost zobrazujici ACPM na ADPA.
(ii) Pomoci ,,dudlni“ spiralky a rovnosti |CD| = | M A| ukazte shodnost ACPD
a AMPA.
(iii) Uvédomte si, v jakém vztahu jsou vysky ve shodnych trojahelnicich.

Priklad 11. (Cina 1992)  Stied kruznice opsané tétivovému ¢tyithelniku ABCD
ozna¢éme O. Uhlopticky AC a BD se protinaji v P. Kruznice opsané trojihelnikiim
ABP a CDP se protinaji v P a Q). Pfedpokladejme, Ze jsou body O, P a @ rizné.
Dokazte, ze |[<<OQP| = 90°.

Navod.

(i) Bod O si definujte jako prusecik os tseéek AC' a BD.
(ii) Spirélni podobnost se stfedem v O zobrazuje AC — BD.
(iii) Jestlize oznacime Sy, Sa stiedy thlopficek, tak O, P, Sy, Sz lezi na Tha-
letové kruznici.
(iv) Diky spiralni podobnosti lezi @, P, S1, S2 téZ na jedné kruznici.

Priklad 12. (Mathlinks) Ke strandm konvexniho ¢tyfuhelniku ABCD pii-
pisSeme zvnéjsku podobné trojuhelniky ABW, BCX, CDY, DAZ. Ukaite, ze
W XY Z je rovnobéznik.

Ndvod.

(i) Ctyithelnik je rovnobéznikem, jestlize stfedy tihlopticek splyvaji.

(ii) Stfedy usecek AC, BD, WY, X Z ozna¢me R, S, T, U. Pomoci spiralni po-
dobnosti prevadéjici ABW na C' DY ukazte podobnost ARST ~ ANABW
podobné jako v prikladu 1.

(iii) Druhou spiralni podobnosti ukazte ARSU ~ ABCX.

(iv) Z podobnosti trojahelnikd plyne T'=U.

Piiklad 13. (PraSe 26-6-8) PIV O je konvexni étyfuhelnik. Osy stran PI a VO
se protinaji v bodé Y. X je bod uvniti PIVO takovy, ze |[<XVO| = |[<XPO| <
< 90° a [« XIV| = |[<XPO| < 90°. Ukaite, ze |[<VYO| = 2|<XIV]|.
Ndvod.
(i) Vezméme body X’ a Y’ tak, ze plati podobnosti trojihelnikit AOPX ~
OY'X a AVX'Y' ~ AVXI.
(ii) Pomoci spiralnich podobnosti se sttedy v O, V zobrazujicimi P — Y’ — I
ukazte |PY’| = |Y'I|, z Gehoz vyplyne Y = Y.
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Reseni. Uplné feseni najdete na http://mks.mff.cuni.cz/archive/26/6.pdf.

Priklad 14. (IMO Shortlist 1992) V konvexnim ¢tyftahelniku ABCD jsou uhlo-
pricky stejné dlouhé. Ukazte, ze pokud vné kazdé strané pripiSeme rovnostranny
trojahelnik, tak jsou spojnice protéjsich stfedi téchto trojihelnikt na sebe kolmé.

Navod.

(i) Zafixujte AC a rovnobézné posouvejte BD, dedukujte pohyb onéch spojnic
stfedd.
(ii) Zjistéte, jestli kolmost plati v limitni poloze B = C.
(iii) Pomoci spirdlnich podobnosti ukazte, Ze se pfi pohybu bodt B, D z limitni
polohy do obecné polohy pohybuji protéjsi stredy trojithelniki stejné.

Priklad 15. (IMO Shortlist 2006) Na stranach a, b, ¢ trojuhelnika ABC' zvo-
lime postupné body Ay, By, C1. Kruznice opsané trojihelnikim AB,Cy, BCi A,
C A1 B; protnou kruznici opsanou podruhé v bodech As, Bs, Cs. Body As, Bs,
C3 jsou stfedovymi obrazy bodu A;, By, C; postupné podle stiedu stran a, b, c.
Ukazte, Ze trojuhelnik As BoCs je podobny trojihelniku Az B3Cs.

Navod.

(i) Pomoci znalosti priiniku kruznic jako stfedu s.p. ukazte, ze AA;BC ~
~ ANAC1 By.
(ii) Oznacme stfedy tsecek b, ¢, AAs postupné Sp, Se, Saa,. Ukazte ASaa,
S.Sy ~ NA3BC.
(iii) S odkazem na cviceni 5 odiivodnéte AA3C1 By ~ ASA4,5.5, ~ NAC5Bs.
(iv) Ukazte shodnost odpovidajicich thlt v AA2B2Cy a AA3B3Cs.

Literatura, zdroje a podékovani

Predevsim deékuji Kennymu Rolinkovi, ze mé k tomuto tématu dotlacil a dodal
kopu péknych piikladt. Mymi dalsimi zdroji byly:
[1] Archiv prasatka, http://mks.mff.cuni.cz/archive/.
[2] Franta Konopecky, Hybdni s body, http://frakon.matfyz.cz/files/Hybani
SBody.pdf.
[3] Matematické férum http://www.mathlinks.ro.
[4] Yufei Zhao, Similarity (IMO Training 2007), 2007, http://web.mit.edu/
yufeiz/www /similarity.pdf.
Tento elaborat i material o hybani s body bude zanedlouho ke stazeni v kni-
hovné seminare http://mks.mff.cuni.cz/library/.
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