Spiralni podobnost

ToMAS ,,SAVLIK® PAVLiK

Uvod

Spiralni podobnost je nejobecnéjsi pfimé podobné zobrazeni roviny, které fesi nékteré
jinak velmi slozité ulohy. Cilem tohoto prispévku je shrnuti poznatki o spiralni
podobnosti a ukazat pouziti na lehkych az stfednich prikladech.

Definice. Spirdlni podobnost je slozeni otoceni a stejnolehlosti podle téhoz st¥edu.
Je urcena stfedem spiralni podobnosti O, orientovanym tthlem otoceni & a koefici-
entem stejnolehlosti k& > 0. Znaéime ji S(O, o, k).

Motivacni priklady

Priklad 1. V roviné jsou dany rizné velké stejné orientované podobné trojuhelniky
ABC a A’B'C'. St¥edy tsecek AA’, BB', CC’ ozna¢me po fadé A”, B"”, C". Ukazte,
e 1 trojuhelnik A” B”C" je podobny pfedchozim trojuhelnikiim.

Priklad 2. Je dédn étyfthelnik ABCD s rtiznobéznymi protéj$imi stranami. Priise-

¢ik pfimek AB a C'D ozna¢me @ a prusecik piimek AD a BC oznacme R. Ukazte, Ze
kruznice opsané trojuhelnikim BCQ, ADQ, ABR, C DR prochézeji jednim bodem.

Vlastnosti spirdlni podobnosti

Tvrzeni 1. (Zakladni{ vlastnosti) Pro spirdlni podobnost plati:

(i) Je to podobné zobrazeni, obrazem piimky je pfimka, obrazem ¢tverce je ¢tve-
rec, obrazem stfedu tusecky je stfed obrazu usecky, obecné obrazem tutvaru
je jemu podobny ttvar.

(ii) Uhel mezi piimkou a jejim obrazem je tihel otocent.

(iii) Pomeér délky tsecky a jejiho obrazu je roven koeficientu stejnolehlosti.
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Tvrzeni 2. (Specidlni pfipady) Spirdlni podobnost S(O, o, k) se pii specidlnich
hodnotéch W, k redukuje nasledovné.

(i) Pro W = 0 dostavame stejnolehlost se stiedem O a koeficientem k.
(ii) Pro o = 180° dostavame stejnolehlost se stiedem O a koeficientem —k.
(iii) Pro k =1 dostdvame otoceni kolem O o tihel W .
(iv) Prok =1 a o = 180° dostavame stiedovou soumérnost se stiedem O.
(v) Zadnd kombinace O, W, k ndm nedé posunuti nebo nepfimé zobrazeni.

Tvrzeni 3. (Spirdlni podobnosti chodi po dvou) Necht spirdlni podobnost se stte-
dem O prevadi A — C a B — D. Pak jednoznac¢né urcena spiralni podobnost, ktera
pievadi A — B a C — D, ma téz stied v O. Uhel otoceni a koeficient se miize lisit.

Tvrzeni 4. (Existence a jednozna¢nost) V roviné jsou ddny body A, B,C,D ta-
kové, ze ABDC (v tomto poradi!) neni rovnobéznik. Pak existuje pravé jedna spiralni
podobnost, ktera prevadi A — C, B — D.

Lemma 5. (S. p. jednoznaéné uréena trojuhelnikem OAA’) Bud S(O, &, k) spi-
ralni podobnost zobrazujici bod A na A’. Potom plati nasledujici.

(i) Pro riizné body A jsou vSechny trojuhelniky OAA’ podobné.

(ii) Libovolny trojihelnik OAA’ zpétné jednoznacné urcuje spirdlni podobnost

S(0, k).

Tvrzeni 6. (Konstrukce stiedu; existence) Bud ABBA’ étyfihelnik takovy, Ze se
pfimky AB a A'B’ protinaji v bodé Q). Potom druhy priise¢ik O kruZnic opsanych
trojuhelnikiim QAA’ a QBB’ je stfed spirdlni podobnosti

s(0,<404, K2,

kterd zobrazuje A — A', B — B'.

Tvrzeni 7. (Prisecik ¢tyt kruznic) Bud ABB'A’ étyfihelnik s riznobéznymi pro-
t&jsimi stranami. Prisecik pfimek AB a A'B’ oznaéme @, priisecik piimek AA’
a BB’ oznacme R. Potom stied spirdlni podobnosti O, kterd zobrazuje A — A’
a B — B’, je priisecikem kruznic opsanych trojuhelnikiim AA’Q, BB'Q, ABR a
A'B'R.

Cviceni
Cviceni 1. Na sténé visi dvoje hodiny, jedny jdou o ¢tvrthodinu napied. Jak se
pohybuje stied spojnice konct velkych rucicek?

Cviceni 2. Kruznice k, [ se protinaji v bodech A, B. Bodem A se ota¢i piimka,
ktera protinad kruznici £ podruhé v bodé K a [l podruhé v L. Jakou mnozinu vykres-
luje stied tsecky K L7
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Cviceni 3. Po tfech riznobéznych pfimkach se rovnomérné pohybuji body A, B,
C. Ukazte, ze pokud jsou ve dvou casech t1, to trojihelniky ABC podobné, tak uz
jsou podobné v kazdém okamziku.

Piiklady

Piiklad 3. (Simpsonova pfimka) Bud ABCD tétivovy ¢&tyfthelnik. Ukazte, Ze
paty kolmic z D postupné na piimky AB, AC, BC lezi na jedné piimce.

Priklad 4. Nechf ABCD je ¢tyfthelnik a necht E, F jsou body postupné na
strandch AD, BC takové, ze déli strany ve stejném poméru |AE| : |[ED| = |BF| :
|FC|. Piimka E'F protind piimky BA a C'D postupné v bodech S a T'. Dokaite, Ze
kruZnice opsané trojuhelnikim SAE, SBF, TCF a T DFE maji spoleény bod.
(USAMO 2006)

Priklad 5. ABC je ostrouhly trojihelnik s vyskou AD. Body X a Y lezi po fadé
na kruznicich opsanych trojahelnikim ABD a ACD tak, ze X, D, Y lezi na jedné
pfimce a body X, D, Y, B jsou po dvou riuzné. Oznacéme dale M st¥ed strany BC
a M’ stfed tsecky XY . Dokazte, ze piimky MM’ a AM’ jsou kolmé.

(MKS 27-3-8)
Priklad 6. Strandm AB a BC trojuhelnika ABC' pfipiSeme zvenci podobné pra-
vouhelniky BKLC a M N BA. Ukazte, ze pfimky NC, M L a AK prochazeji jednim
bodem.
Priklad. Méjme konvexni ¢tyfthelnik ABC D, ktery neni lichobéznik. Na stranach
AB a CD jsou body E a F, které déli své strany ve stejném poméru |AE| : |[EB| =
|CF| : |FD]|. Priseéiky ahlopficek a piimky EF ozna¢me P, @, R. Potom pro rizné
polohy bodu E prochazeji kruznice opsané trojuhelniku PQR jesté jednim pevnym
bodem (rtznym od priseéiku thlopficek P). (Zobecnéni IMO 2005)
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Tento ptispévek je podmnozinou ptispévku Spirding podobnost (Domaslav 2010) od
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34



