Seznameni s topologii

ANICKA DOLEZALOVA

ABSTRAKT. V prednésce se seznamime s uplnymi zaklady obecné topologie a s od-
délovacimi axiomy. V jistém smyslu se jednd o zobecnéni metrickych prostort, kde
misto metriky budeme mit jen jakousi slabsi strukturu. Ta ndm pofadd umozni mluvit
o takovych pojmech jako naptiklad spojitost zobrazeni.

Definice. Topologicky prostor je dvojice (X,T), kde X je mnozina, T C P(X) a
jsou splnény podminky
(1) XeT,0eT,
(2) pokud T1,To € T, pak Th NTL € T,
(3) pokud 7" C T, pak T € T.
Prvky 7 nazveme oteviené mnoZiny, soubor 7 nazveme topologie.
Priklad. Rozmyslete si, Ze se jedné o topologie:
o T =P(X) (diskrétni topologie),
o T ={X,0} (antidiskrétni topologie),
e pro X nekone¢nou mnozinu 7 = {T : X \ T je koneéna} U {0},
e pro (X, p) metricky prostor

T ={T: pro kazdé z € T existuje ¢ > 0 takové, ze U(z,e) C T},
kde U(z,e) ={y € X : p(x,y) < €} (topologie generovand metrikou),
e pro X = {a,b}, T ={0,{a}, {a,b}} (Sierpiriského prostor).
Definice. Mnozina V C X je okoli bodu x € X, pokud existuje oteviend mnozina
U takova, ze x € U C V.

Tvrzeni. Mmnozina T je oteviend pravé tehdy, kdyz kazdy jeji bod ma néjaké ote-
virené okoli U takové, ze U C T.
Definice. Soubor B C T je bdze topologie T, pokud pro kazdé T € T existuje
B’ C B spliujici T = JB'.
Definice. Soubor B(z) C T je lokdlni bdze v bodé x € X, pokud kazdy prvek B(x)
obsahuje x a pro kazdé U okoli z existuje B € B(x) spliiujici B C U.
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Tvrzeni. Topologie je jednoznacéné uréend souborem {B(zx) : z € X}, kde B(z) je
lokéalni baze v bodé x.

Pfiklad. Topologie na R s bazi {U(x,¢) : x € X, e > 0} je topologie generovana
metrikou p(z,y) = |z — y|.

Definice. Méjme (X,7T), (Y,S) topologické prostory, zobrazeni f: X — Y na-
zveme spojité, pokud pro kazdou otevienou mnozinu v Y je jeji vzor oteviend mno-
zina v X, tj. pro kazdou S € S plati f~1[S] € T.

Priklad. Kazdé konstantni zobrazeni je spojité.

Priklad. Rozmyslete si: Kazdé zobrazeni z prostoru s diskrétni topologii je spo-
jité. Kazdé zobrazeni do prostoru s antidiskrétni topologii je spojité. Pro zobra-
zeni z R do R se standardni topologii je definice ekvivalentni s ,klasickou“ de-
finici spojitosti, totiz pro kazdé x € R a ¢ > 0 existuje 6 > 0 tak, ze plati
[z —yl <d=|f(z) - fly)l <e.

Oddélovaci axiomy

Definice. Topologicky prostor X nazveme

e Ty, pokud pro kazdd = # y € X existuje oteviend mnozina U spliujici
Un{z,y} =1,

e 71, pokud pro kazdd = # y € X existuje oteviend mnozina U spliujici
zeUy¢U,

e Ty (Hausdorffiv), pokud pro kazda = # y € X existuji disjunktni oteviené
mnoziny U, V splaujici x € U,y € V,

e T3 (reguldrni), pokud je Ty a pro kazdé x € X, F' C X uzavienou a neobsa-
hujici = existuji disjunktni oteviené mnoziny U, V splaujici z € U, FF C V,

o Ty (dplné reguldrni, Tichonoviv), pokud je Ty a pro kazdé x € X, F C1X
uzavienou a neobsahujici x existuje spojitd funkce f : X — [0,1] spliiujici
f@)=0,f(y) =1 pro kazdé y € F,

e T, (normdlni), pokud je Ty a pro kazdé F, H C X disjunktni uzaviené mno-
ziny existuji disjunktni oteviené mnoziny U,V spliujici F C U, H C V.

Véta. Plati Ty, = T3% = T3 =Ty, =T = Tp.

Poznamka. Topologie generovand metrikou je Ty. Proto tfeba Sierpinského pro-
stor ofividné neni metrizovatelny (neni ani T} ).

Priklad. Najdéte prostor, ktery je Ty, ale ne Ty. Analogicky T4, ale ne T, resp.
T5, ale ne T3.

Ndvod. Priiklady prvnich dvou uz jsme vidéli. Tteti priklad se da zkonstruovat
tfeba pomoci Q a R\ Q, kde okoli racionalnich ¢isel budou obsahovat jen raciondlni
Cisla a okoli iracionalnich ¢isel budou obsahovat racionalni i iracionalni ¢isla.

4



ANICKA DOLEZALOVA

Literatura a zdroje

[1] prof. RNDr. Petr Simon, DrSc.: Obecnd topologie, MFF UK, ZS 2015/16.



