Sestituhelniky a vektory
| Michal ,Kenny* Rolinek

Jednim z velmi mocnych nastroji na feSeni geometrickych tloh jsou vektory. Byt
ma jejich pouzivani blizko k analytické geometrii, byvaji feSeni vyuzivajici vek-
tory Casto velice elegantni. Na prednasce si ukazeme i takové priklady, v nichz by
syntetické feseni bylo velice narocné, ovsem vektory si hravé poradi. Jak nazev
napovida, ptjde hlavné o pfiklady v nichz vystupuje néjaky ten Sestitthelnik.

Nejprve si dame nékolik prikladi na procviceni a pochopeni toho, jak vibec
vektory funguji.

Vvoen

Definice. Tézistém n-tihelnika A1 As ... A,, rozumime takovy bod G, pro ktery
plati
GA1 +GAs +---+ GA, =0.

Odtud jiz snadno vyjadiime, ze

A+ As+ - + 4,
. .

G:

Priklad 1. Rozmyslete si, ze plati-li pro vektory A, B, C, Ze
A+B+C=0,

pak 1ze tyto vektory umistit do roviny tak, aby tvofily trojihelnik.
Priklad 2. Formulujte podobnou podminku pro rovnobéznik.
Priklad 3. Ukazte, Ze stfedy stran ¢tyiuhelnika tvofi rovnobéznik.
Priklad 4. Bud ABCDEF S$estitthelnik a A’, B, C', D', E’, F’ postupné té&-
7isté trojuhelnika ABC, BCD, CDE, DEF, EF A, FAB. Ukazte, ze Sestitthelnik
A'B'C'D'E’'F'" m4 protéjsi strany rovnobézné a stejné dlouhé.
Priklad 5. Bud G té&zisté trojuhelnika ABC a X libovolny bod uvnitf néj.
Ukazte, ze plati

—_— = = —

XA+ XB + XC =3XG.
Priklad 6. Bud ABCDEF konvexni Sestitthelnik. Ozna¢me M, Ms, ... Mg po-
stupné stfedy stran AB, BC, ..., F'A. Dokazte, ze M1 M4 | MsMg, pravé kdyz

| M5 Mo|? = | M1 Ma|? + | M3 Me|?.
Priklad 7. Bud ABCDEF konvexni Sestitthelnik. Oznac¢me My, Mo, ... Mg po-
stupné stfedy stran AB, BC, ..., F A. Ukazte, Ze trojuhelniky M3 M3 M5, Mo My Mg

v
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Tvrzeni. (O podobnosti A) Bud ABC trojtihelnik a u, v, w vektory se soué-
tem 0 (tedy tvorici trojahelnik, napfiklad AUVW). Pak z kazdé z nasledujicich
podminek plyne, ze AUVW ~ AABC.

a el ul
|AB| |BC| |CA|
(2) ul AB, v| BC, w||CA

A naopak, plati-li pro néjaké vektory obé podminky, pak z nich lze sestavit troj-
thelnik.

Priklad 8. Bud ABC rovnostranny trojuhelnik. Na jeho strané a jsou zvoleny
body A;, As, obdobné na stranach b a ¢ jsou body B;, Bs a C1, Cs tak, aby
Sestithelnik Ay A B BoC1Cy mél vSechny strany stejné dlouhé. Ukaite, ze pfimky
AlBQ, Bng, ClAQ pI‘OChé,ZGji jednim bodem.

(IMO 2005 - problem 1)

Nasobeni vektoru |

Nastal ¢as nase znalosti o vektorech trochu rozsirit. Dosud jsme vektory pouze
s¢itali, nyni si povime néco o tom, jak se daji vektory také nasobit. Takové souciny
existuji dokonce dva.
Definice. (Skaldrni sou¢in) Mdme-li vektory A = (a1,az2) a B = (b1,bs2), pak
Cislo ¢ = a1by + agby nazveme skalarnim soudinem vektorti A a B a znac¢ime A - B.
Vlastnosti skalarniho soucinu

(i) A-B=B-A

(ii) A (B+C) A-B+A-C,(tA)-B=A-(tB)=t(A-B)

(iii) A - —0<:>A:0jinak,vidyA~A>0

(iv) 4] = VA

(v) A-B=|A]- |B|-cos<p, kde ¢ je orientovany tthel mezi vektory A a B.
(vij A-B=0<ALB

D4 se vytusit, ze skalarni soucin se bude hodit v prikladech, v nichz se vyskytuji
(nebo maji dokézat) pravé thly. Ukazme si tedy jak.

Priklad 9. Dokazte pomoci skaldrniho souéinu kosinovou vétu.

Priklad 10. Dokazte, ze hlopticky ¢tyiuhelnika jsou kolmé, pravé kdyz se rov-
naji soucty druhych mocnin protéjsich stran.

Priklad 11. Dokazte, ze thlopficky ¢tyituhelnika jsou kolmé, praveé kdyz se rov-
naji délky spojnic stied@ protéjsich stran.
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Priklad 12. Ukazte, ze v lichobézniku plati
e+ f2 =bv* + d* + 2ac,

kde e, f jsou délky uhlopficek.

Priklad 13. Oznaé¢me M, N, P, Q postupné stfedy stran AB, BC, CD, DA
¢tyfthelnika ABCD. Ukazte, ze plati

|AC|? +|BD|?> =2 (|MP|? + |NQJ?).

Priklad 14. Dokazte, ze vysky trojuhelnika se protinaji v jednom bodé.

Nasobeni vektoru 1l

Nyni zavedeme druhy zptusob, jak nasobit vektory. Tentokrat za ticelem jednoduse
pracovat s rovnobéznosti.

Definice. (Vektorovy sou¢in)  Mdme-li vektory A = (a1,a2) a B = (b1, b2), pak
¢islo* ¢ = a1by — asb; nazveme vektorovym soucinem vektorti A a B a znacéime

A x B.

Vlastnosti vektorového soucinu
(i) AxB=—-Bx A
(i) Ax (B+C)=AxB+AxC, (tA) x B=AXx (tB) =t(A x B)
(iii) A x B =|A|-|B|-sin¢g, kde ¢ je orientovany uhel mezi vektory A a B.
(iv) AxB=0<A| B

Vv v

Priklad 15. Bud ABCDE pétithelnik takovy, ze Gtyfi z jeho péti stran jsou

rovnobézné s protéjsi thloprickou. Dokazte, ze totéz plati i pro patou stranu.
Priklad 16. Bud ABCDEF konvexni Sestitthelnik. Oznaéme My, Ms, ... Mg po-
stupné stiedy stran AB, BC, ..., F'A. Dokazte, ze pfimky M; My, MsMsg, MsMg
prochézeji jednim bodem, pravé kdyz trojahelniky ACE a BDF maji stejny obsah.
Priklad 17. V konvexnim Sestitthelniku ABCDEF plati, ze vzdalenost stfed
jakgchkoliv protéjsich stran je rovna v/3/2 nasobku souétu jejich délek. Ukazte, Ze
vSechny vnitini thly Sestitthelnika jsou shodné.

(IMO 2003 - problem 3)

4Moz#na, ses na st¥edni skole uéil, ze vysledkem vektorového souéinu je vektor a ted se di-
vis. Pfisné vzato mas pravdu, nicméné pro nas nebude jeho orientace vibec zajimava, takze je
pohodInéjsi s nim pracovat jako s Cislem.
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Priklad 18. V konvexnim Sestithelniku ABCDEF plati |AD| = |BC|+ |EF]|,
|BE| = |CD|+ |FA|, |CF| = |AB| + |DE)|. Ukaite, Ze plati

|AB| |CD| |EF
|DE|  |FA|  |BC|

(Kazachstan 2006 nebo téz ¢eské vybérko 2007)

Priklad 19. Bud ABCDEF konvexni Sestitthelnik o obvodu P. Ozna¢me Ny, No,
..., Ng postupné st¥edy stran AB, BC, ..., FA. Sestitthelnik N3 No N3Ny N5Ng méa
obvod P’. M4-li N1NoN3N4N5Ng shodné viechny vnitini thly, ukazte, Ze plati
P’ < (V3/2)P.

(Vietnam 2004)
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