Samoopravné kody

| Jifi Koula

Co to je a k cemu je to dobré?

Predstavte si, ze chcete nékomu poslat urcitou informaci, ale mate k dispozici
nespolehlivy kanal v tom smyslu, Ze kdyz posilate napi. nuly a jednicky, obcas se
po cesté z nuly stane jednicka a naopak. Pfijemce vasi zpravy tedy nemusi obdrzet
presné to, co jste odeslali, ale obdrzi pravdépodobné néco velmi podobného (protoze
chyb nenastane mnoho). To miZe byt ovSem obcas fatdlni — poslete-li tfeba nékomu
zpravu ,Sejdeme se v 14:00“ a dojde mu ,Sejdeme se v 18:00“, potom je prijatd
zprava témér stejnd jako odesland, ovsem je vidét, Zze nas to nijak neuspokoji.

Jak tedy posilat zpravy po nespolehlivém kandlu? Odpovédi jsou samoopravné
kédy — neposleme samotnou zpravu, ale néco, co bude delsi, bude mit v sobé pu-
vodni zpravu néjak zakédovanu a v pripadé, Ze nenastane pfili§ mnoho chyb, budeme
schopni odeslanou zpravu rekonstruovat ze zpravy prijaté, pripadné aspon zjistit, ze
pri prenosu doslo k chybé.

A co praxe, kde se to da pouzit?

Pokud vam predeslé fadky pFijdou trosku odtrzené od reality (kde najit nespoleh-
livy kandal?), mtzeme si uvést par piikladt. Jednim z hlavnich vlivii pro rozvoj teorie
samoopravnych kédu bylo zkoumani vesmiru. Totiz kdyz napt. dorazi vesmirna sonda
na Mars a zacne posilat idaje na Zemi, jsme v situaci, kdy mame nespolehlivy kanal.
Kdybychom data nijak nechranili, pak to, co bychom odchytili na Zemi jako vysilani
sondy, by bylo zna¢né zkreslené a mozna nepouzitelné. Mohli bychom si sice data
vyzadat opakované (coz je myslenka nejjednodussiho samoopravného kédu), ovSem
takové vysilani stoji nemalé penize a vyplati se pfemyslet, jak si zajistit spolehlivost
za cenu co nejmensiho vysilani nad rdmec zpravy.

Jinym ptikladem, ktery vam asi bude blizsi, jsou oby¢ejnd CDc¢ka. Mate-li datové
CD se svymi oblibenymi pisni¢kami, filmy, programy, ... , pak vézte, Ze za to, Ze tato
data muzete i po nékolika mésicich pouzivat, vdécite pravé samoopravnym kédum.
Takové CD¢ko, i kdyz je v klidu v obalu, totiz podléha ptisobeni okoli a po par mésicich
poklidného lezeni obsahuje desitky az stovky tisic Spatnych bitti. Kdybychom proti
tomu neméli zddnou ochranu, bylo by CD dost spatné médium pro archivaci. Nastésti
méame samoopravné kddy, které poskytuji zdchrannou sit.

15



Oldfichov '04

A co takhle byt trochu konkrétné;si?

Obecného povidani uz bylo dost, podivejme se proto na konkrétni priklady samoo-
pravnych kédu. Aby se ovSem nejednalo o takové povidani o ¢emsi, udélejme si trochu
poradek, zavedeme si nékolik pojm?.

Definice. Abecedou ¥ rozuméjme konecnou mnozinu symbolii {sg, ..., sm}. Slovo
délky | nad abecedou ¥ bude usporadana l-tice symboli ze Y. Mnozinu vsech slov
délky | oznacime X'

Definice. Od této chvile dél bude nasi abecedou mnozina {0,1}. Nyni si popiSeme,
co je symetricky binarni kandl. Je to Cerna skiiiika, na jejimz jednom konci stoji
odesilatel, na druhém prijemce. Odesilatel posila kanalem nuly a jednicky. Kazdy
symbol se pfi pfenosu kandlem s pravdépodobnosti p zméni na symbol opacny (nula
na jednic¢ku a naopak), s pravdépobnosti 1 — p se pak nezméni. Pfenosy jednotlivych
bitti (bit=jeden symbol) jsou na sobé nezavislé.

Definice. Méjme slova u a v délky | nad abecedou .. Hammingovou vzdalenosti slov
u a v rozumime pocet pozic, v nichz se tato slova lisi (napf. slova 011011 a 111000
maji Hammingovu vzdélenost 3 — lisi se na pozicich jedna, pét a Sest).

Definice. Uvazujme nyni, Ze odesilatel bude odesilat slova z mnoziny W C P
Potom kéd C' délky n je mnozina C C X" a bijekce 7 : W — C. Kéd C i zobrazeni
m znaji obé zucastnéné strany.

Chce-li nyni odesilatel poslat slovo w € W, posle misto néj slovo ¢ = w(w). PFi-
jemce obdrzi slovo ¢. Nyni se snazi zrekonstruovat ¢ z ¢, nebot z ¢ uz snadno ziskéa
w=7! (¢) — provédi dekédovani. Obvyklé je dekédovat € na nejblizsi kédové slovo ve
smyslu Hammingovy vzdalenosti — pokud je pravdépodobnost, ze dojde p¥i pfenosu
k chybé, vcelku mala, potom prijaté slovo asi nebude pfilis daleko od odeslaného.

Definice. Velikosti kédu myslime pocet prvkii mnoziny C. Ob¢as je vhodné uvazovat
misto |C| spige log, |C|, kde q je velikost abecedy, v nasem pfipadé tedy 2.

Minimaélni vzdélenosti kédu C' rozumime nejmensi moznou (Hammingovu) vzda-
lenost dvou ruznych slov z C'.

Definice. O kédu C délky n nad abecedou velikosti q s velikosti qlc a minimalni
vzdélenosti d mluvime jako o (n, k,d)-kédu (je-li to tfeba, potom pouZijeme znadeni
(n, k,d)q-kod).

Definice. Hustota kédu C' je podil

a(C) =%,
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A ted uZ konec¢né priklady!

Dobie, uvedeme si par prikladt, presnéji jakési extrémy. Na jednu stranu za kéd
délky n mizeme vzit celou mnozinu X", jednd se o (n,n,1)-kéd.

Opaénym extrémem je tzv. opakovaci kéd délky n, ktery posila nulu na n nul a
jednic¢ku na n jedniéek. Tento kéd mé parametry (n,1,n).

Vidime, ze uvedené priklady jsou extrémy, co se hodnot k a d tyce.

Abychom vidéli i trosku zajimavéjsi kéd, zminime tzv. paritni kéd. Ten sestava ze
vSech slov délky n, ktera obsahuji sudy pocet jednicek. Na prednasce si dokazeme, Ze
tento kéd m4 parametry (n,n — 1,2), dale si také uvedeme jesté zajimavéjsi kod.

Singeltoniv odhad

Zajimavou otazkou je, kdyz mame dano n a d, jaké muze byt maximalni k — tedy
kolik slov mtze mit binarni kéd, kdyz je dana jeho délka a minimalni vzdalenost.
Ozna¢me A(n,d) maximum z logaritmu (o zakladu 2) velikosti v8ech kédu délky n.

Pozorovani. Pro kazdé d <n je
A(n,d) < An—1,d—1).

Tvrzeni. Pro kazdé sudé d < n je
A(n,d) = A(n—1,d-1).

Véta. (Singeltontv odhad) Pro kazdé d < n je
A(n,d) <n—d+1.
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