Rovinné grafy
| Robert Samal

Co jsou zac?

Pojdme si kreslit grafy! Grafy obvykle zndzortiujeme obrazkem, my se ted budeme
zabyvat grafy, které jdou znazornit ,pékné“: Rovinny graf je takovy graf, ktery lze
nakreslit na papir (tj. na rovinu) bez k¥izeni hran. V tomto nakresleni jsou vrcholy
body v roviné, hrany (spojité) kiivky mezi pfislusnymi body, dva oblouky maji spo-
leény leda koncovy bod, spoleény vrchol odpovidajicich hran. (Matematicky pfesnou
definici najdete ve tfeti ¢asti tohoto pojednani.)

Rovinné grafy nejsou jen samoucelna hiicka. Mnohé grafy, které nachazime v nor-
malnim svété, jsou rovinné — silnice v mésté (bez nadjezdil), plosné spoje, mapa
statl, konvexni mnohostény. Navic tyto grafy maji mnoho zajimavych vlastnosti.

Prvni otazka, kterou se budeme zabyvat je, jak poznat, jestli je néjaky graf rovinny
(prakticka aplikace: jde vyrobit takovyhle integrovany obvod?). Pokud graf rovinny
je, obvykle brzy najdeme néjaké jeho rovinné nakresleni a jsme hotovi. Pokud vsak ro-
vinny neni, musime to néjak dokézat. Nejsnaze to jde pomoci nasledujici véty (délenim
néjakého grafu myslime graf, ktery vznikne pfiddvanim vrcholi na nékteré hrany).

Véta. (Kuratowského charakterizace rovinnych grafi)  Graf je rovinny pravé tehdy,
kdyz neobsahuje déleni K5 ani K3 3.

Tato véta nam dava nastroj, jak ,ruéné“ prokazat nerovinnost libovolného (nero-
vinného) grafu. Pokud vSak chceme zkoumat velké grafy, pouzijeme patrné poéitac,
a pak Kuratowského véta neni prilis praktickd, vede totiz k pomalému algoritmu.
Pro tyto tcely byly vyvinuty rychlé (ale komplikované) algoritmy, nejrychlejsi roz-
hodnou o rovinnosti grafu s n vrcholy v ¢ase O(n) (tj. nejvyse v éase c.n, pro néjaké
pevné c). (Zamyslete se, jestli je to viibec mozné, vzdyt jenom na nacteni vSech hran
potiebujeme az (g) ~ 2 /2 operaci!)

Euleriv vzorec

Nejprve si musime fici, co je to sténa, presnéji co je to sténa néjakého nakres-
leni rovinného grafu (rozmyslete si, Ze nem4 smysl mluvit o sténé grafu, ktery neni
nakreslen). Neformdlné feceno, vezmeme nizky a rovinu rozstfthdme podle oblouki
znazornujicich jednotlivé hrany. Rovina se rozpadne na nékolik ¢asti (eventualné na
jednu ¢&ast ... ), kazdou z nich nazveme sténou. (Formalné bychom mluvili o kompo-
nentach souvislosti ... ) Rozmyslete si souvislost se sténou mnohosténu. Nésledujici

22



Robert Samal: Rovinné grafy

véta ndm umoziuje zjistit, kolik stén ma nakresleni néjakého (rovinného) grafu (mj.
nam Fika, ze vSechna nakresleni maji stén stejné).

Véta. (Eulertv vzorec) Méjme souvisly graf s e hranami a v vrcholy (v > 0) na-
kresleny na rovinu tak, ze ma s stén. Pak plati

v—e+s=2.

Euleruv vzorec je pomérné jednoduchy, nicméné stoji v jadru dikazi vétsiny tvr-

zeni o rovinnych grafech. Uvedme si nékolik jednoduchych dusledkii:

(1) Pro kazdy rovinny graf plati e < 3v—6 a s < 2v — 4.

(2) Pro kazdy rovinny graf bez trojuhelnikti platie <2v —4a s <wv—2.
(3) Kazdy rovinny graf obsahuje vrchol stupné nejvyse pét.

(4) Kazdy rovinny graf lze obarvit péti barvami.

Rovinnych grafi se tyka slavny problém, tzv. Problém c¢tyr barev. Mame za kol
vyrobit politickou mapu svéta. Dostaneme obrysovou mapu jednotlivych stati (kazdy
stat je souvisla oblast) a mame za kol ji vybarvit tak, aby se sousedni staty nepletly
— tj. aby byly vybarveny riznymi barvami. Snadno se ukaze, Ze tfi barvy nestaci,
pomérné lehké je téz ukazat, ze pét vzdycky staci. Otazka, zda vzdy stacéi étyfi barvy
zustavala nezodpovézena skoro sto let. Az v roce 1976 ji panové Appel a Haken
vyfesili (odpovéd zni: ano, ¢tyfi barvy stadi); dikaz je velmi obtiZzny, jeho podstatna
¢ast spociva v probirdni mnoha mozZnosti pocitacem. Lze tedy Tici, ze uspokojivy
dtikaz dosud nebyl nalezen.

Poznamenejme jesté, Ze se muzeme zabyvat i kreslenim grafi na sféru, vélec, anu-
loid, Mobitv list, ¢i jakoukoliv jinou plochu. Pro kazdou pevné zvolenou plochu plati
analogie Eulerova vzorce (misto dvojky bude na pravé strané néjaka jind konstanta),
miizeme zkoumat analogii Problému ¢tyf barev (kupodivu jsou tyto analogie snaze
(komplikované véty z teorie grafii nam fikaji, Ze takové kritérium existuje pro kazdou
plochu).

Formalni definice

Definice. (oblouk, kruznice)  Oblouk je takovd mnoZina o bodu v roviné, Ze existuje
prosté spojité zobrazeni f : (0,1) — R2, pro které je o obor hodnot. Body f(0) a f(1)
nazveme koncovymi body oblouku o.

Topologickd kruznice se od oblouku li$i jen tim, Ze pozadované zobrazeni f musi
spliiovat podminku f(0) = f(1) (a jinak je prosté).

K tomu dodejme jen to, Ze definice je vlastné prirozena, funkce f nam popisuje,
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jak oblouk/kruznici kreslime, v ¢ase t kreslime bod f(¢).

Definice. (rovinné grafy)  Nakresleni grafu na rovinu je zobrazeni, které kazdému
vrcholu v grafu pfifazuje bod b(v) roviny (kazdému vrcholu jiny) a kazdé hrané e =
{u, v} prifazuje oblouk o(e) s koncovymi body b(u) a b(v).

Nakresleni je rovinné pokud o(e)No(f) =b(eN f) (pro vSechny hrany e, f naseho
grafu). Neboli hrandm, které maji jeden spoleény vrchol v, jsou pfifazeny oblouky,
které mayji spole¢ny bod b(v), hrandm, které nemaji spole¢ny vrchol jsou piifazeny
disjunktni oblouky.

Graf nazveme rovinny, pokud existuje néjaké jeho rovinné nakresleni.

Uff. Poznamenejme, Ze bychom mohli pro kresleni hran povolit jen ,lomenice®,
tj. oblouky slozené z koneéné mnoha lomenych ¢ar. (Kdo vi néco maélo z analyzy,
miuze zkusit dokdzat, ze tim definici nezménime, Ze kazdy rovinny graf (podle vyse
uvedené definice) je i ,lomenicové rovinny*“.) To asi neni p¥ili§ prekvapivé, ale hodné
si tim pomiZeme, nebot zachazeni s oblouky neni snadné, napf. dikaz nésledujici
Jordanovy véty je hodné obtizny, zatimco jeji variantu pro lomenice muizete zkusit
dokazat jako (trochu tézsi) cviceni. Poznamenejme jesté, Ze bychom se (kupodivu)
mohli pfi kresleni hran omezit jen na usecky!

Jordanova véta je klicem k dikazu nerovinosti grafti, nemazeme bez ni napi. po-
fadné dokazat, Ze grafy K5 a K3 3 nejsou rovinné. Pokud vam pfipada trividlni, tak
to bude asi tim, Ze si prili§ jednoduse predstavujete topologické kruznice a vibec
spojité krivky.

Véta. (Jordanova véta o kruznici) Kazdd topologickd kruznice rozdéluje rovinu na
dvé souvislé oblasti. (Podmnozinu M roviny nazveme souvislou, pokud kazdé jeji dva
body jdou spojit obloukem, ktery cely lezi v mnoziné M.)

24



