Retézové zlomky
| Vita Kala

Uvod

Tento prispévek napsal kdysi davno Pavel Podbrdsky. Moje prednaska bude
vyrazné jednodussi, zdaleka na ni neprobereme vSechno; prispévek ti spise ma
poslouzit jako prehled zajimavych vlastnosti fetézovych zlomki. Rozhodné se tedy
nemusis bat na prednasku pfijit, i kdyZ mu nerozumis, leccos si (snad) objasnime.

Na této prednasce se budeme zabyvat vyjadienim redlnych cisel ve tvaru tzv.
Fetézovych zlomk, tj. vyraz

1

ap+ —— V)
al + (lz—li-... (

ag € Z, a1, ag,--- € N.

Tento zlomek muze mit konec¢ny, nebo nekoneény pocet ¢leni. Pokud je fetézovy
zlomek konecny, je jeho hodnota vysledkem koneé¢ného poctu racionalnich tkont
nad ¢isly ag, aj,..., a,. V takovém pfipadé je intuitivné jasné, co minime hod-
notou tohoto retézového zlomku. Cilem pfednasky bude pojem fetézového zlomku
presnéji zavést i pro pripad nekonecného zlomku, studovat jeho vlastnosti a ukazat
jeho jednoduché aplikace.

Zavedeni pojmi a znaceni

Zprvu budeme Fetézovy zlomek (©) chapat jako funkci v proménnych ag € R
a ai, a,--- €RT.
Pro zkraceni budeme vyraz (©) zapisovat, jako

[ag; a1, asg,...], ()

resp.
[ao; a1, az,..., an], (o)
pujde-li o nekonecény, resp. koneény retézovy zlomek.
Definice. Usekem fadu k fetézového zlomku (&) budeme rozumét
Sk — [ao; ai, A2y..., ak].

Zbytkem fddu k fetézového zlomku (&) budeme rozumét

Tk = [ak; ki1, Ghg2,- -]
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Pozorovani. Pro konecné fetézové zlomky a 1 < k < n plati

lao; a1, az,..., an] = [ao; a1, ag,..., ap—1, Tl

Sblizené zlomky

Véta. Existuji polynomy P,, @), o n+1 proménnych s celo¢iselnymi koeficienty,

takové, ze pro kazdé ag € R, a1, as,..., a, € RT plati
) _ P(ag,a1,..., a,)
[ao, ay, ag,...,an]—Q(aO a1 a).
) AR n

Definice. Sblizenym zlomkem fddu k fetézového zlomku (&) budeme rozumét
zlomek %, kde py, = Py(ag,a1,-.., ar) a g = Qao,a1,..., ar) a Pr, Qi jsou
polynomy z predchozi véty, které jiz nelze zkratit.

Véta. Pro citatele a jmenovatele sblizenych zlomki plati rekurence
Po = aop, P1 :a1a0+17 (JO:L q1 = ai

Dk = QkPk—1 + Pk—2, Qk = Qkqk—1 + Qk—2
pro k > 2.

Poznamka. Nékdy se ndm bude hodit definovat také p_; = 1, ¢_1; = 0, reku-
rence z predchozi véty pak platii pro k = 1.

Pozorovani. Z rekurence pro g a ze skuteCnosti ar > 0 pro k& > 0 plyne, ze
vSechny ¢leny posloupnosti g jsou kladné.

Véta. Prok > 0 plati

QkPE—1 — Prqr—1 = (—1)F.

Dusledek. i
De—1 Pk _ (1)
qk—1 dk qukq'

Véta. Prok > 1 plati

GPh—2 — Prqr—2 = (—1)" tay.

Dusledek. 1
P2 Pk _ (=1 ax

qk—2 gk qrqk—2
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Pozorovani. Diky pfedchozim vétam si muZzeme utvofit pfedstavu o rozloZeni
hodnot sblizenych zlomku. Sblizené zlomky sudého fadu tvoii rostouci posloup-
nost a sblizené zlomky lichého Fadu tvori klesajici posloupnost, pritom libovolny
sblizeny zlomek sudého fadu je mensi, nez libovolny zlomek lichého fadu.

Véta. Pro kazdé 1 < k <n plati

. _ Pk—1Tk + Pk—2
[ap; a1, as,..., an] = —Qk et Gees
1 2
Véta.
qk
= [ar; ag—1, agp—2,..., ai].
qk—1

Nekonecné retézové zlomky

Maéame-li nekonecny fetézovy zlomek, jiz jsme nadefinovali nekone¢nou posloup-
nost jeho sblizenych zlomku
P P
o @’

Nabizi se nasledujici pfirozené definice:

Definice. V pripadé, ze posloupnost sblizenych zlomkii nekone¢ného retézového
zlomku ma limitu o € R, Fekneme, Ze tento retézovy zlomek konverguje a ma
hodnotu «. V takovém pfipadé budeme psat

a = [ag; a1, az,...].

V opacném pripadé rekneme, ze dany retézovy zlomek diverguje.

Véta. Konverguje-li nekonecny retézovy zlomek, konverguje také kazdy jeho zby-
tek. Naopak konverguje-li alespoii jeden z jeho zbytki, konverguje také cely reté-
zovy zlomek.

Véta. Hodnota o nekonec¢ného retézového zlomku vyhovuje pro kazdé k nerov-

nosti
1

Qi1

Pk
a— &

qk

<
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Ret&zové zlomky s piirozenymi prvky

Daéle se jiz vyhradné budeme zabyvat fetézovymi zlomky, pro které plati ag € Z
aai, ag,---€N.

Véta. Jeliagy € Z a a1, as, -+ € N, pak fetézovy zlomek [ag; a1, ag,...]
konverguje.

Pozorovani. Sblizené zlomky jsou v zakladnim tvaru (nelze je zkratit).

Definice. Zlomky vsunutymi mezi g:—_i a Z:—‘j

(pro k > 1) budeme rozumét
posloupnost zlomkii

Pk—1+DPk—2 2Pg—1+ Pr—2 apPr—1+Pr—2 _ Pk

Qo1+ Q-2 2qp—1+ qu—2 " arqr-1+ qr—2 Q&

Zobrazeni Cisel fetézovymi zlomky

Dale ze svych ivah vylouc¢ime konecné fetézové zlomky, jejichz posledni prvek
mé hodnotu 1.

Véta. Ke kazdému realnému « existuje pravé jeden retézovy zlomek, ktery ma
hodnotu «. Tento fetézovy zlomek je konecny pravé tehdy, kdyz « je racionalni
¢islo.

Sblizené zlomky jako nejlepsi priblizeni

Definice. Zlomek 3, b > 0 nazveme nejlepsim priblizenim prvniho druhu k ¢islu
a € R, lezi-li kazdy zlomek s tymz nebo mensim jmenovatelem ve vétsi vzdalenosti
od « nez zlomek . Jinak feceno: plati-li nerovnost

SR

pro néjaky zlomek 5 # ¢, pak jiz nutné d > b.

Véta. Kazdé nejlepsi piiblizeni prvniho druhu k o € R je jednim ze sblizenych
nebo vsunutych zlomki a.

Definice. Zlomek ¢, b > 0 nazveme nejlepsim ptiblizenim druhého druhu k a,
pokud je splnéno: Plati-li nerovnost

|do — ¢] < |ba — al
pro néjaky zlomek 5 # ¢, pak jiz nutné d > b.
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Véta. Kazdé nejlepsi priblizeni druhého druhu k o € R je néjaky sblizeny zlomek
«a. Naopak neni-li @« = ag+ %, pak je kazdy sblizeny zlomek « nejlepsim priblizenim
druhého druhu k o.

Poznamka. Existuje jeSté spousta dalsich zajimavych a uziteénych vét o feté-
zovych zlomcich, které bych sem mohl napsat. Jelikoz by se délka mého pfispévku
stala naprosto netinosnou a jelikoz asi vétsinu z nich na prednéaskach nestihneme
ani zminit, nebudu je zde vSechny vypisovat.
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