Retézové zlomky
| Pavel Podbrdsky

Uvod
Na této prednasce se budeme zabyvat vyjadfenim realnych cisel ve tvaru tzv.
Fetézovych zlomk, tj. vyraz
1
(@) ag + 1
ay + o5
ag € Z, a1, ag,--- € N.

Tento zlomek muze mit konecny, nebo nekoneény pocet ¢lent. Pokud je feté-
zovy zlomek konec¢ny, je jeho hodnota vysledkem kone¢ného poctu racionalnich
tkont nad disly ag, ai,..., a,. V takovém pfipad€ je intuitivné jasné, co
minime hodnotou tohoto fetézového zlomku. Cilem piednasky bude pojem fe-
tézového zlomku presnéji zavést i pro pripad nekone¢ného zlomku, studovat
jeho vlastnosti a ukézat jeho jednoduché aplikace!.

Zavedeni pojm0 a znaceni

Zprvu budeme fetézovy zlomek (©) chépat jako funkci v proménnych ag € R
a ai, as, -+ € RT,
Pro zkraceni budeme vyraz () zapisovat, jako

(%) [ao; a1, ag,...],

resp.
(&) [ao; Ay, @2,..., an]a
pujde-li o nekonecény, resp. koneény retézovy zlomek.
Definice. Usekem iadu k fetézového zlomku (&) budeme rozumét
sk = [ao; a1, az,..., agl.
1Jde zejména o aproximace realnych ¢isel zlomky. Pokud zbude &as, taky bych chtél na

prednésce predvést, jak se z Fetézovych zlomku daji zkonstruovat konkrétni transcendentni
cisla.

11



Zouvalka '99

Zbytkem Fadu k Fetézového zlomku (&) budeme rozumét

re = [ak; Qkt1, Qkt2,-- -]

Pozorovani. Pro konecné fetézové zlomky a 1 < k < n plati

lao; a1, ag,..., an] = [ao; a1, az,..., ar—1, x|

Sblizené zlomky

Véta. Existuji polynomy P,, Q, on-+ 1 proménnych s celoc¢iselnymi koefici-

enty, takové, Ze pro kazdé ay € R, a1, as,..., a, € RT plati
) _ P(ag,a1,..., ay)
[ao; aq, a2"”’an]7Q(ao o o)’
) AR | n

Definice. Sblizenym zlomkem Fadu k fetézového zlomku (&) budeme rozumét
zlomek %, kde p, = Py(ao, a1, ..., ax) aqr = Q(ao, ax, ..., ax) a Py, Q jsou
polynomy z predchozi véty, které jiz nelze zkratit.

Véta. Pro citatele a jmenovatele sblizenych zlomki plati rekurence

Po=ap, pr=ai1ap+1, g =1, g1 = a1

Pk = QkPk—1 + Pk—2, Qk = Qkqk—1 + qr—2
pro k > 2.

Poznamka. Nékdy se ndm bude hodit definovat také p_; = 1, ¢_1 = 0,
rekurence z pfedchozi véty pak plati i pro k = 1.

Pozorovani. Z rekuernce pro ¢i a ze skutecnosti a > 0 pro & > 0 plyne, ze
vSechny ¢leny posloupnosti g jsou kladné.

Véta. Prok > 0 plati
QkPr—1 — Prar—1 = (—1)F.
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Dusledek.
pi-1 pe _ (=1)F
dk—1 qk  9kQk—1

Véta. Prok > 1 plati

GPr—2 — Prqr—2 = (—1)*tay.

Dusledek.
Pk—2 _ Pk _ (=1)"tay

qk—2 Ak qrkqr—2

Pozorovani. Diky predchozim vétam si mizeme utvorit predtavu o rozlozeni
hodnot sblizenych zlomki. Sblizené zlomky sudého fadu tvori rostouci posloup-
nost a sblizené zlomky lichého fadu tvori klesajici posloupnost, pritom libovolny
sblizeny zlomek sudého fadu je mensi, nez libovolny zlomek lichého fadu.

Véta. Pro kazdé1 < k < n plati

. _ Pk—1Tk + Dk—2
[ap; a1, az,..., ap] = —Qk et G
~1Tk —2
Véta. q
k
= [ak; Ak—1, Qk—2,---, a1]-
qk—1

Nekonecné retézové zlomky

Mame-li nekoneény fetézovy zlomek, jiz jsme nadefinovali nekone¢nou posloup-

nost jeho sblizenych zlomkii
Po P1

y e
do Q1
Nabizi se nasledujici prirozena definice:

Definice. V piipadé, ze posloupnost sblizenych zlomkii nekone¢ného Fetézo-
vého zlomku ma limitu o € R, fekneme, ze tento retézovy zlomek konverguje
a ma hodnotu «. V takovém piipadé budeme psat

a = [ap; a1, az,...].
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V opacném pripadé fekneme, ze dany retézovy zlomek diverguje.

Véta. Konverguje-li nekonecny retézovy zlomek, konverguje také kazdy jeho
zbytek. Naopak konverguje-li alesporn jeden z jeho zbytkii, konverguje taky cely
retézovy zlomek.

Véta. Hodnota o nekonecného retézového zlomku vyhovuje pro kazdé k ne-
rovnosti

1
TeQrt1

Pk
Uk

o —

Retézové zlomky s prirozenymi prvky

Déle se jiz vyhradné budeme zabyvat fetézovymi zlomky, pro které plati ag € Z
aai, as,---€N.

Véta. Je-liag € Z a ay, as,--- € N, pak Fetézovy zlomek [ag; a1, az,...]
konverguje.

Pozorovani. Sblizené zlomky jsou v zdkladnim tvaru (nelze je zkrétit).

Definice. Zlomky vsunutymi mezi Z:—‘i a Z:—‘j

(pro k > 1) budeme rozumét
posloupnost zlomkii

Pe—1+Pr—2 2Pk—1+ Pr—2 apPr—1+ P2 _ Pk

Q-1+ Q-2 2qp—1+ Qo2 arqu-1+ Q-2 Q@

Zobrazeni Cisel fetézovymi zlomky

Déle ze svych avah vylouc¢ime konecné fetézové zlomky, jejichz posledni prvek
mé hodnotu 1.

Véta. Ke kazdému realnému « existuje pravé jeden retézovy zlomek, ktery ma
hodnotu a. Tento Fetézovy zlomek je konecny pravé tehdy, kdyz « je racionalni
¢islo.
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Sblizené zlomky, jako nejlepsi priblizeni

Definice. Zlomek ¢, b > 0 nazveme nejlepsim priblizenim proniho druhu k
a € R, lezi-li kazdy zlomek s tymz nebo mensim jmenovatelem ve vétsi vzdale-
nosti od «, nez zlomek ¢, neboli: Plati-li nerovnost

pro néjaky zlomek < # ¢, pak jiz nutné d > b.

Véta. Kazdé nejlepsi priblizeni prvniho druhu k o € R je jednim ze sblizenych
nebo vsunutych zlomkii «.

Definice. Zlomek ¢, b > 0 nazveme nejlepsim priblizenim druhého druhu k
a, pokud je splnéno: Plati-li nerovnost

|doe — ¢| < |ba — al
pro néjaky zlomek ¢ # ¢, pak jiz nutné d > b.

Véta. Kazdé nejlepsi priblizeni druhého druhu k a € R je néjaky sblizeny
zlomek o. Naopak neni-li « = ag+ %, pak je kazdy sblizeny zlomek o nejlepsim
priblizenim druhého druhu k «.

Poznamka. Existuje jesté spousta dalSich zajimavych a uzite¢nych vét o fe-
tézovych zlomcich, které bych sem mohl napsat. Jelikoz by se délka mého pfi-
spévku stala naprosto netiinosnou a jelikoz asi vétsinu z nich na prednaskach
nestihneme ani zminit, nebudu je zde vSechny vypisovat.

Literatura. Vse, co budeme na prednaskach délat a spoustu dalsich véci na-
jdete v kniZecce A. J. Chindin, Retézové zlomky, P¥irodovédecké vydavatelstvi
Praha, 1952

15



