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Uvod

Podivame se na zoubek nékterym zakladnim vlastnostem fetézovych zlomki a
zjistime, zda jsme schopni je k néemu vyuzit. Zamérné ve sbornicku vynechavam
nékteré detaily, takze neni zadny problém, pokud tomu nerozumis na prvni ¢teni.
Nékde neuvadim diikazy — bud je stihneme udélat na piednésSce nebo se odkdzeme
na literaturu.

Zakladni vlastnosti

Necht ag € Z,a; € N pro v8echna j € N. Vyraz ve tvaru

nazveme Tetézovy zlomek fadu n a abychom si usetfili praci, budeme ho zapisovat
jako [ao; a1, ..., an). Samoziejmé bychom mohli teorii budovat i kdybychom za a;
dosazovali nenulové redlnd ¢isla. Vyraz [ag;aq,...| nazveme nekoneény fetézovy
zlomek a budeme jim rozumét posloupnost fetézovych zlomku fadu n.

Polozme p_1 =1, g1 =0, pp = ag, qo = 1 a déle postupujme indukci:

Pn = GpPn—1 + Pn—2
Qn = @nQdn—1 + qn—2

Dostavame
Lemma. Pro kazdén > 0 a jakakoli kladna realna ¢isla ay,as, ... mame

Pn

o [ao; a1, ..., an)].
n
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Dukaz. Povedeme indukci

Po P1 aiag +1 1
—=ap, —=————=a+—,
qo a1 ar+0 ax

[ao;ah cee 7an;an+1] = [ao;ah ceeyQp—1,0n + 1/an+1]

_ (an +1/n1)Pn—1+ Pn—2
(an +1/0ns1)Gn—1+ qn-2
_ Qn41Pn + Pn—1

N An+19m + qn—1
_ Pn+1

dn+1

Lemma. Pro kazdén > 0 mame p,_1Gn — Gn—1pn = (—1)™.

Diikaz. Pouzijeme definujici vztahy a budeme sledovat, k ¢emu dojdeme (alge-
braicky postup ;) ).

Pr—1Gn — @n—1Pn = Pn—1(@ndn—1 + ¢n—2) — gn—1(@nPn—1 + Pn—2)
= _(pn—QQn—l - Qn—2pn—1)

(=1)"(p-190 — g-1P0)
=(=1)"
Dusledek. Pokud a; € N pro vSechna j € N, potom kladna celd ¢isla p, a g
nemaji zadného spolecného délitele vétsiho, nezli 1.
Dusledek. Pro kazdén > 1 plati
_ 1
dndn—1 .

& _ Pn—-1
qn qn—1

Jak ziskdme Fetézovy zlomek zadaného redlného ¢isla a? Zde je jedna moznost:

Polozme g1 = [a] (dolni celd ¢ast a, tj. a zaokrouhlené dolt), a1 = 1/{a} ({a}
znadi zlomkovou ¢ast a, tj. {a} = a—[a]). Paka = ¢1+1/aaodtud a; = 1/(a — q1).
Pro a; cely postup zopakujeme atd. Tedy

el =[5 ] e-gy

Pak plati a1 = ¢g2+1/as. Takto mizeme postupovat bud dokud g; nebude celé ¢islo
pro néjaké j v pfipadé raciondlniho a nebo dokud nés to bude bavit/budeme to
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potifebovat v pripadé iracionalniho a. Celé to je modifikace Euklidova algoritmu.
Napadé Té€ lepsi postup?

Véta. Pro kazdé kladné raciondlni ¢islo tvaru p/q plati

q1 a3 q q4 q2
a dokonce plati, Ze kazdy sblizeny zlomek je blize p/q, nez ten piedchozi, ¢ili
‘B_& - ‘B_Pkl ,
q 4k q gk-1

Jak porovnavat fetézové zlomky? Reknéme si to radéji slovy. Dejme tomu, Ze
porovndvam a = [ag;ai,...,a,] a b= [bg;b1,...,b,]. Porovnavam nejprve a; s by,
atd. dokud nenajdu dvojici, kterd se lisi, feknéme a; > b;. Pokud j je liché, pak
a > b, pokud je j sudé, je a < b. V pfipadé, ze by tieba b bylo nekonecné, ale na
prvnich n ¢lenech by se nelisilo od a, by opét zalezelo na parité. Pro n sudé a > b,
pro n liché a < b. V pfipadé, Ze by byly koneéné oba, bud existuje ¢len, ve kterém
se 1isi nebo jsou uplné stejné a tim padem je stejnd i jejich hodnota. A doufam, Ze
jsem na zaddnou moznost nezapomnél. ;)

Véta. (Lagrange) Kazdou kvadratickou iracionalitu, tj. vyraz ve tvaru

PAIN. pqez New VAo

Ize vyjadrit periodickym Fetézovym zlomkem (tj. takovym, kde se jednotlivé ¢leny
pravidelné opakuji) a naopak hodnota kazdého periodického zlomku je kvadratickd
iracionalita.

Nemam vtibec odhad, jak budeme rychli a kolik toho stihneme. K fetézovym
zlomkim je toho spousta zajimavého, co povidat. Rad bych se jesté podival na to,
jak se pomoci fetézovych zlomku fesi rovnice ax + by + ¢ = 0 v celych cislech, ale
to je na dlouhé povidani.
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