Zajimavé reprezentace rovinnych graft
JAN KraTocmviL (KAM MFF UK)

1. Grafy

Definice. Graf je dvojice G = (V, E), kde V je mnozina vrcholi a E je mnoZina
neusporadanych dvojic vrcholi. Takovym dvojicim fikdme hrany grafu.

Nézvoslovi je zvoleno nazorné, grafy totiz radi graficky znazortiujeme neboli kres-
lime v roviné. Vrcholy jako body, hrany jako kiivky. Hrana wu,v je nakreslena tak,
aby ji znazornujici kfivka zacinala v bodé odpovidajicim vrcholu u, konéila v bodé
odpovidajicim vrcholu v a Zddnym jingm vrcholem (pfesnéji jeho nakreslenim) nepro-
chézela. Na obrazku jsou tii rtizné nakresleni téhoZ grafu — iplného grafu o ¢tyfech
vrcholech.

2. Rovinné grafy

Definice. Graf se nazyva rovinng, pokud je mozno jej nakreslit v roviné tak, ze
zadné dvé hrany se nekfizi.
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Ne kazdé nakresleni rovinného grafu musi tuto podminku spliovat, jak ukazuje
obrazek nahote. Uplny graf na étyfech vrcholech je rovinny, jak dokazuje nakresleni

Slavna véta pojmenovand po polském matematiku Kuratowském tika, ze graf je
rovinny pravé tehdy, kdyz neobsahuje ani Gplny graf na péti vrcholech, ani Gplny
bipartitni graf na 343 vrcholech jako topologicky podgraf (to znamena Ze hrany
podgrafu jsou nahrazeny cestami). Tyto dva Kuratowského grafy vidite na druhém
obrazku.

Definice. Stény konkrétniho nekfiziciho se nakresleni rovinného grafu jsou oblasti
roviny, které by vznikly, kdybychom rovinu rozst¥ihali podle nakresleni hran.

Definice. Graf se nazyva triangulace, pokud existuje takové jeho nakresleni, ve
kterém jsou vSechny stény ohrani¢eny tfemi hranami (kombinatorickymi trojuhel-
niky), véetné té vnéjsi.

Do triangulace jiz nelze pfidat Zadnou novou hranu, aby graf ztustal rovinny. Tedy
triangulace jsou maximalni rovinné grafy na daném poctu vrchold. M4-li triangulace
n vrcholi, pak mé vzdy presné 3n — 6 hran a kazdé nekfizici se nakresleni ma 2n — 4
stén. Uplny graf na ¢tyfech vrcholech je triangulace.

3. Barevnost rovinnych grafi

Definice. Barevnost grafu G, zna¢end x(G), je nejmensi pocet barev, kterymi lze
obarvit vrcholy grafu G tak, aby zadné dva vrcholy spojené hranou nebyly obarveny
stejnou barvou. Formalné definovano je to nejmensi pfirozené ¢islo k takové, Ze
existuje zobrazeni f:V — {1,...,k}, pro néz f(u) # f(v), kdykoliv {u,v} € E.

Slavny problém &étyF barev formulovany poprvé F. Guthriem v roce 1852 iké,
ze barevnost libovolného rovinného grafu je nejvyse 4. Po fadé chybnjch pokustu
byla tato hypotéza dokazana v roce 1975 Applem a Hakenem, ktefi podali prvni
zpocatku kontroverzni dikaz pomoci pocitace. Druhy, opét pocitacovy, ale dnes
obecné uznivany ditkaz podali Robertson, Sanders, Seymour a Thomas v roce 1997.
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ZAJIMAVE REPREZENTACE ROVINNYCH GRAFU

Slabsi tvrzeni, totiz ze 5 barev staci k obarveni libovolného rovinného grafu, bylo

dokazano Heawoodem jiz v roce 1890. Jednodussi dikaz matematickou indukci, ktery
si ukazeme, predlozil C. Thomassen v roce 1994.

4. Dotykové reprezentace

Rovinné grafy maji rizné zajimavé reprezentace pomoci geometrickych tvara v ro-
viné. Nejstarsi a nejznaméjsi je tzv. ,,coin representation® dokazana Koebem v roce
1930. Kazdy rovinny graf ma reprezentaci, v niz vrcholy jsou reprezentovany dis-
junktnimi kruhy, z nichz libovolné dva se dotykaji pravé tehdy, kdyz odpovidajici
vrcholy jsou spojené hranou — jak ukazuje obrazek. Dikaz této véty je znacné netri-
vialni a pouziva poznatky matematické analyzy.

Francouzsti matematici H. de Fraysseix a P. Ossona de Mendez ukazali, ze kazdy
rovinny graf ma podobnou reprezentaci pomoci trojuhelniki. Navod, jak takovou
reprezentaci sestrojit, si ukazeme.

Titiz panové jesté spolu s J. Pachem ukazali, jak rovinné grafy barevnosti 2 repre-
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zentovat jako dotykové grafy vodorovnych a svislych tsecek. I na sestrojeni takové
reprezentace si ukdzeme navod.

SIS N A

1 2 3 4 5 6 7

5. Par problémii na zavér

Povidani o rovinnych grafech zakon¢ime dvéma otevienymi problémy, jejichZ feSeni
zatim nikdo nezna. Oba se tykaji prinikovych reprezentaci tiseCkami, tj. reprezen-
taci, kdy kazdému vrcholu grafu pfifradime tsecku v roviné tak, aby tsecky prifazené
vrcholim spojenym hranou mély neprazdny prunik, zatimco dvojice vrcholt nespo-
jenych hranou byly disjunktni.

V roce 2009 Goncalves a Chalopin ukazali, ze kazdy rovinny graf ma takovou
reprezentaci. Jiz dfive ale Scheinermann vyslovil nasledujici otazku.

Problém 1. M4 kazdy rovinny graf prinikovou reprezentaci pomoci tisecek rov-
nobéznych s jednim z pevné ctverice smért v roviné, pficemz kazdé dvé rovnobézné
asecky jsou disjunktni?

Jednoduchy dikaz takového tvrzeni je nepravdépodobny, nebot by soucasné dokazo-
val vétu o ¢tyrech barvach. Pokud ale tvrzeni neplati, mozné se zrovna vam podaii
najit protipriklad.

Definice. Doplnék grafu G = (V, E) je graf G = (V, {{z,y} : z # y, {z,y} & E})
se stejnou mnozinou vrcholi, ale mnozinou hran tvofici doplnék do mnoziny hran
uplného grafu.

Problém 2. M4 doplnék libovolného rovinného grafu prinikovou reprezentaci po-
moci tsecek v roviné?
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