Rekurentni rovnice
| Sasa Kazda

Pojdme si povidat o rekurentnich rovnicich. Pokud jsi loni pilné Fesil seridl, mozné
si vzpomind$ na priklady o mnozeni medvédd, kde pocet nové narozenych medvéda
v néjakém roce zavisel na poc¢tu v roce predeslém. Ukazuje se, ze diferenc¢ni rovnice
(coz znamend v podstaté totéz co rekurentni rovnice) nejsou dobré pouze k poéitani
medvéda (¢i kralikt, jak to ¢inil pan Fibonacci), ale vyuziji se vSude, kde je mozné
napsat néjaké zavislosti mezi sousednimi prvky velkého systému.

Pfiklad. Mg¢jme dva hazardni hrace, X a Y, ktefi si hazeji minci. Pravdépodobnost,
ze dané kolo vyhraje X i Y je stejnd (rovnd 50%). Kdo prohraje, d4 porazenému
korunu. Na zacatku mé hra¢ X v kapse x korun Y potom y korun. Hraje se, dokud
jeden z hraca nezbankrotuje. Jaka je pravdépodobnost, ze X zbankrotuje?

Reseni piikladu si nechdme na pfednasku, tady se zminime o souvislostech s re-
kurentnimi formulemi. Zafixujme si celkovy pocet korun ve hie a ozna¢me si z; prav-
dépodobnost, ze X zbankrotuje, pokud ma ¢ korun a jeho protivnik z + y — ¢ korun.
N&s samoziejmé zajim4 ¢islo zz. Zjevné plati zg = 1 (kdyz X nic nem4, prohral) a
Zg+y = 0 (tady prohral Y).

S trochou selského rozumu (a teorie pravdépodobnosti) si pak uvédomime, ze pro
i €{1,2,...,z+y — 1} plati vztah:

1 1
Ti = 5Ti-1+ 5Tit1
Tim jsme dostali krasny exemplaf rekurentni rovnice, ktery potfebujeme vyftesit.

Krotké rekurentni rovnice

Dalsi avahy bude vyhodné délat v komplexnich ¢islech. Pokud ses s mnozinou C zatim
prilis nekamaradil, nemusis se bat, vétsina zde vykladanych véci plati beze zmény i
v R téméf stejné (viz ptiklady). Jenom holt neméame zaruceno, Ze vSechny polynomy
maji koreny.

Definice. Homogenni linedrni rekurentni rovnice fadu k s konstantnimi koeficienty
se nazyva rovnice

CkAnik + Ck—10nyk—1+ - +coan =0 (1)

pro ¢isla a; € C. Pfitom ¢, € C, ¢n # 0 (to jsou ony konstantni koeficienty). Obvykle
i € N (vyjimeéné miizes narazit na i € 7).
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Resenim rekurentni rovnice je tedy kazda posloupnost a;, jejiz ¢leny splituji vztah
(1) pro vSechna i € N.

Vsimni si, Ze rovnice samotné ndm zdaleka neurcuje své reseni jednoznacné. Potte-
bujeme mit jesté uréeno néjakych n z Cisel a; . Na druhou stranu, pokud mame uréeno
tieba prvnich n &sel, mame jednoznaéné definovanou celou posloupnost: Cislo a1
muzeme spocitat z hodnot aj,as,...,an, ¢islo a,y2 pak z hodnot any1,an,...,as
a tak dale. Témto ,dodate¢nym parametrim rovnice“ se rikd pocatecni podminky —
kdyz mame dano, jak to vypada na ,okraji“, umime to spocitat vsude.

Proc se témto rovnicim ¥ik4 linedrni? ProtoZe neobsahuji a; ve vys$ich mocninéch
nebo uvnitt funkci. To mé ten hezky dusledek, ze soucet ¢; = a; + b; dvou feSeni je
také feSenim a vynasobenim vSech prvki feseni konstantou d; = « - a; dostaneme
dalsi feSeni. Pro pokrocilé: Mnozina vSech FeSeni linearni rekurentni rovnice fadu k
se chova jako vektorovy prostor dimenze k.

Priklady.
(i) @an+1 — 2an = 0 popisuje exponencidlni rist an, = A - 2", kde A € C.
(ii) ap+2 — 3an+1 + 2an = 0 popisuje drobné upraveny exponencialni rist (zkus
si ji vyFesit).
(iii) A koneéné slavnd Fibonacciho éisla jsou uréena rekurentni rovnici Fj4o —
— Fh—1 — F,—2 = 0, poc¢atetni podminkou F; = F3 = 1 a vice se o nich
dozvi$ na samostatné prednasce.

Co se s takovou rekurentni rovnici da délat? Zapomenme na chvili na okrajové
podminky a zkusme hledat feseni ve tvaru an = A\".
Ma byt:
CkOptk + Ck—1antk—1+ - +coan =0
Ck)\n-i-k + Ckil)\n+k—1 4ot CO)\n -0
Pro A # 0 to je ekvivalentni s rovnici:
ck/\k+ck_1/\k71+l~+co =0 (2)
Polynomu na levé strané fikdme charakteristicky polynom soustavy. Vidime, ze pro
A # 0 je ap = A" FeSenim rovnice (1), pravé kdyz A je feSenim polynomu (2). To je
nadéjné.
Co kdyz je nula feSenim charakteristického polynomu? Potom lze snadno nahléd-
nout, ze a1 = 1, ag = a3 = --- = 0 je FeSenim rekurentni rovnice.
Pokud mé rekurentni rovnice pouze jednoduché koteny, vyhrali jsme — lze dokazat,
Ze z t&chto nalezenych feSeni (udené se jim fkd fundamentdini systém) lze pravé
jednim zptisobem pomoci linearnich kombinaci poskladat kazdé jiné fesSeni.

Priklad. Méjme rovnici an42 — 5ap4+1 + 6an = 0. Charakteristicky polynom ma
kotfeny 3 a 2, obecné feseni rovnice tedy musi vypadat jako anp = A-2" + B - 3",
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kde A, B € C jsou libovoln3a ¢isla. Pokud mame pocatecéni podminku a; =0, ag = 1,
vyfesime soustavu rovnic:

A-2°4B-3°=0
A-2'+ B3 =1
a dostaneme A = —1,B = 1.

Divocejsi rekurentni rovnice

Co kdyz mé charakteristicky polynom néasobné kofeny? I potom dokazeme najit fun-
damentalni systém.

Necht A # 0 je m-nasobny kofen (2). Potom posloupnosti {\"}52q, {n - A\"};2,
oo fnm L A"} jsou fegenimi (1). Pro A = 0 je to jesté jednodussi: ReSeni pak
vypadaji jako posloupnosti samych nul s jedinou jedni¢kou na j-tém misté, 0 < j < m.

Opét lze dokédzat, ze pomoci linedrnich kombinaci lze z téchto FeSeni (z tohoto
fundamentalniho systému) dostat kazdé feSeni (1) pravé jednim zptsobem.

Cviceni. Zkus vyfesit tlohu z ivodu pro obecnou pravdépodobnost p vyhry hrace
X (hra¢ Y mé potom pravdépodobnost vyhry 1 — p).

Nehomogenni rekurentni rovnice
Co kdyz budeme potiebovat vyfesit rovnici:

Cklntk + Ck—10n+k—1 ++ + coan = f(n), (3)
kde f(n) je obecné funkce?
Reknéme si rovnou, %e obecné takovou rovnici fesit neumime. Funkce f(n) totiZ
muze byt vSelijakd nepfijemna. Presto se Casto dokazeme s témito rovnicemi vypora-
dat. Chce to jenom trochu stésti a hlavné nepropadat panice.

Definice. Kazdému konkrétnimu feseni nehomogenni rekurentni rovnice pro néjaké
pocatecni podminky budeme Fikat partikuldrni resent.

Takové partikularni feseni lze casto prosté uhddnout — zvolime si néjaké hezké
pocatecni podminky a zjistime, jak vypada n-ty clen.

k
Pozorovani. Necht a;, b; jsou partikuldrni feSeni rovnice ) cjan4j; = f(n). Potom
Jj=0
k
posloupnost ¢; = a; — b; fesi odpovidajici homogenni rovnici 3 ¢jan4; = 0.
j:

Duasledek. Pokud zndme partikularni feseni nehomogenni rovnice a vyfesime od-
povidajici homogenni rovnici, tak obecné feseni nehomogenni rovnice lze psat jako
soucet partikuldrniho feseni a feSeni homogenni rovnice.
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Priklady.

(i) Ctvrta tloha prvni série vedla na rekurentni rovnici a;y; = a’jﬁ. Zkuste
tuto rovnici vyresit pro obecné aj.

(ii) Mnozeni krélika a hladovy vlk: K;10 = K;y1 + K; — 1.

(iii) Ndhodné prochdzka v jednom rozméru: V kazdém kroku se posuneme s 50%
pravdépodobnosti bud o 1 doleva, nebo doprava. Startujeme z bodu 0. Jaka je
pravdépodobnost, ze po mnoha (nekoneéné mnoha) krocich navstivime bod
20057

(iv) Zkuste totéz ve dvou rozmérech (v kazdém kroku jdeme bud nahoru, dolu,
doleva, nebo doprava).




