Rekurentné postupnosti
| Katka Quittnerova

Uvod

Vela z Vés sa uz asi mnohokrat stretlo s tzv. Fibonacciho postupnostou, t.j. po-
stupnostou ¢&isel 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, ... definovanou vztahmi
Fo=0, I1 =1, Fn+2:Fn+1+Fn~
Mozno Vés niekedy napadlo, ¢ by z tohto rekurentného predpisu bolo mozné odvodit
ezplicitny predpis, t.j. nejaky priamy vzorcek pre n-té Fibonacciho ¢islo. Mozné to je,
tento vzoréek sa nazyva Binetova formula a mozno ho zapisat napr. v tvare

(5 (55).

Ak neverite, ako by nieco tak ,Skaredého“ mohlo byt uz len celoé¢iselné pre kazdé
n, skiste si dosadit n = 0, 1, 2, ... Tento explicitny vzoriek nie je len hracka,
moZeme sa pomocou neho o postupnosti Fy, vela dozvedief, najmé ako rychlo rastie.
Na prednéske si ukdZzeme metédu, ako takéto (obcas vyjdu aj krajsie, nebojte sa :-))
vzoréeky v obdobnych tlohdch odvodit. V druhej ¢asti budeme hlavne pocitat rozne
priklady na rekurentné postupnosti, ktoré s prvou ¢astou nebudi ¢asto vobec stuvisiet.

Homogénne linedrne diferencné rovnice

Definicia. Homogénnou linedrnou diferenc¢nou rovnicou stupnia 2 (s konstantnymi
koeficientami) rozumieme rovnicu tvaru

Tpt2 = PTpt1 +qTn, (¢#0), (1)
kde neznamou je postupnost an a p, q st nejaké pevné éisla.

Budeme hladat vSeobecné rieSenia rovnice (1), t.j. vSetky postupnosti komplexnych
¢isel (ak ale kompexné ¢éisla nepoznas, vobec to nevadi) (wn)p—q, ktoré spliuja (1).
Pokuisme sa najst riesenie (1) v tvare z, = A" — po dosadeni do rovnice (1) dostaneme
A2 = pAHL 4 gA™ A2 = p) + g, alebo

g pA—q=0.
Toto je charakteristickd rovnica rovnice (1). Pre jej korene A1 a Ay dostdvame riesenia
rovnice (1): zn, = AT a 2}, = A\J. Uvedomime si, Ze ak mame nejaké riesenie (zn)52
rovnice (1), potom kazdy jeho nasobok je znovu rieSenim a tiez séitanim dvoch rieeni
dostaneme opét rieSenie (inymi slovami, rieSenia (1) tvoria linedrny priestor). Ak
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A1 # A2, dostavame vSeobecné riesenie (1) ako

Tn = a\] + bAY,
kde a,b st Tubovolné konstanty (ukdZeme si, preco uz ziadne dalsie rieSenia (1) ne-
existuju). Ak pozname pociatoéné hodnoty zg,z1, hodnoty a,b z nich jednoznac¢ne
dopocditame a mame hladany vzoréek pre nasu postupnost. V pripade Ay = Ay = A si
ukdzeme, ze aj Tn = nA je rieSenim (1) a vSeobecné rieSenie ma tvar

n = (a +bn)\".
Priklad. Najdite vSetky rieSenia rovnice an42 = 2ap4+1 — an.

Poznamka. Podobne sa d4 postupovat pri rovniciach radu k: pre rovnicu

Untk = Pk—10n+k—1 T Pk—20n+k—2 + -+ poan, po # 0, (2)
spocitame korene A1, A2, ..., Ar jej charakteristického polynému pr- pk_l)\]“l —
-+« —p1A — po. Ak st tieto korene po dvoch rézne, vseobecné rieSenie dostaneme ako
linearnu kombinaciu rieseni 2} = A}, 22 = A}, ..., 2k = . Ak je nejaky koreti X I-
nésobny, da sa ukazat, ze A", nA", ..., n!~IA\" st rieSenia (2), ¢im dostavame dokopy
opit k (nezavislych) rieSeni generujucich vSetky riesenia.

Nehomogénne linearne diferencné rovnice

Ak v nasej rekurentnej rovnici vystupuje okrem nasobkov an aj nieco iné, t.j. nasa
rovnica ma tvar

Uni2 — Pant1 — qan = f(n), q#0,
obecne

Antk = Pk—10n+k—1 — Pk—20nik—2 — --- — Poan = f(n), po # 0, (3)
kde f(n) je nejakd pevna funkcia definovand na N, situacia je o nieco zlozitejsia.

Pozorovanie. Nech p; je jedno (tzv. partikuldrne) rieSenie rovnice (3). Potom rov-
nicu (3) riesia prave tie postupnosti by, ktoré maja tvar b, = pn + an, kde ay je
rieSenie rovnice (2).

Pre vyriesSenie nehomogénnej rovnice nam teda staci najst jedno jej rieSenie (asto
ho proste uhddneme) a potom pouzit poznatky, ktoré sme ziskali o homogénnych
rovniciach. Najst partikuldrne rieSenie sa ndm v obecnosti nepodari, ukdzeme si vsak,
ako ho hladat v pripade, Ze prava strana f(n) = A"P(n), kde P(n) je polyném a
A nenulové komplexné ¢islo. Ak je totiz [ nasobnost A\ ako korena charakteristického
polynému (I = 0 ak P(X) # 0), potom existuje (prave jedno) rieSenie rovnice (3)
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v tvare pp = )\"le(n), kde Q(n) je polyném. Pritom plati, Ze stuperi polynému Q
je rovnaky ako stupen polynému P.

Fibonacciho cisla

Fibonacciho postupnost (Fy) ma vela zaujimavych vlastnosti. Tu st niektoré z nich,

si ukdzeme na prednaske — tato vlastnost ale dost zjednodusuje doékazy dalsich).

()2 (55

n
2.} F? = FyFpy1
=1

(o) = (A
10 Fn  Fp_q
. Fp_1Fyi1=F2 4 (-1)"
P 4+ Fy 44 Fy=Fia—1
R+ F3 4+ Fopp1 =Fopqo, 14+ +Fy+4 -+ Fop = Fongpr
 FnFop1 — FooFno1 = Fon_1, Fpi1Fnyo — FpnFops = (-1)"
CF2 4+ F =Fyy_1, F24+2F, 1Fn=Fs,, Fy,(Fup1+4Fu_1)=Fop
P\ Fy4 FaF3+ -+ Fay_1Foy, = F3,
10. Fjy + Fjjyq — Fiy_y = Fyy
11. m|n = Fn|Fn
12. nsd(Fm, Fn) = Fuga(m,n)
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Priklady
Priklad 1. a9 = a1 = 1, ant1 = ap—1an + 1, (n > 1). Ukazte, Ze aggps nie je
delitelné 4.

. 2 - L . P
Priklad 2. aj; =a2 =1, an = 21—, (n > 3). Ukdzte, Ze vSetky a; su celé ¢isla.

Priklad 3. Ukéazte, ze existuje jedind postupnost kladnych &isel ag, a1, ag, ...
takd, ze ag =1, ap42 = an — ap+1, n > 0.
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Priklad 4. Pre prirodzené ¢&islo k nech C(k) znamena jeho ciferny stdet (ak je
zapisané v desiatkovej ststave). Dokazte, ze pre kazdé prirodzené ¢islo k je nekoneéna
postupnost ag = k, ap4+1 = C(an), n > 0, od nejakého ¢lena konstantna. Najdite tato
konstantu pre k = 20032004,

Priklad 5. Nech P(z) je polyndém s celodiselnymi koeficientami. Vytvorme po-
stupnost a9 = 0, an = P(an) pre n € N. Dokazte, ze pre vsetky k, m € N plati
a(k,m) = (ak,am), kde (p, q) oznacuje najvacsi spolocny delitel cisel p, g.

Priklad 6. N4jdite n-ty ¢len postupnosti definovanej vztahmi a3 = cosp, ag =
cos 2, ap4+2 = 2ap41 - COSp —ap pre n € N.

Priklad 7. a9 =0,a1 =1, an = 2a,_1+an_2, n > 1. Dokazte, Ze 2k|an = 2k|n.
Priklad 8. a; =as =1, a3 =-1, ap = an—1an—3. Najdite azgo4.-

Priklad 9. Pre postupnost ag, a1, a2, ... plati, Ze pre vSetky nezadporné m,n
(m > n) mame am+n + Gm—n = %Jra“ Najdite asgo4, ak a1 = 1.

Priklad 10. Nech ay, je po¢et moznosti, ako pokryt obdlznik 2 x n dominami 2 x 1.
Niéjdite

(a) an,

(b) pocet symetrickych a pocet roznych (aj po otoceni) pokryti.

Priklad 11. Kolkymi spésobmi mozno vyplnit kvader 2 x 2 x n tehlickami 1 x 1 x 27
Dokéazte, ze agyp je $tvorec (druhd mocnina prirodzeného éisla) pre kazdé n € N.
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