Rekurentné postupnosti
| Misko Szabados

Predslov

Vela z Vés sa uz asi mnohokrat stretlo s Fibonacciho postupnostou a uréite ste si
viimli, Ze na to, ako je jednoducho zadan4, spliia a az prili§ vela vztahov. Medzi
najzaujimavejsie z nich patria tvrdenia o delitelnosti. Kde sa to ale berie? Co je
za tym? Na tieto otdzky budeme hladaf odpoved na prednaske a mozete sa tesit
na necakané suvislosti.

Na zéver predslovu zaddam priklad, ktory ukazuje ten najzaujimavejsi vztah,
ktory v suvislosti s rekurentnymi postupnostami poznam:

Priklad. Perrinova postupnost je zadand ako ag = 3, a1 = 0, ax = 2 a a, =
= Gp—2 + an—_3. Skuste dokazat, Ze ak p je prvodcislo, tak p deli a,.

Uvod

Fibonacciho postupnost je postupnost éisel 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, ... defi-
nované vztahmi
FO:()7 Flzl, Fn+2:Fn+1+Fn-

Mozno Vas niekedy napadlo, ¢i by z tohto rekurentného predpisu bolo mozné od-
vodit ezplicitny predpis, t.j. nejaky priamy vzoréek pre n-té Fibonacciho &islo.
Mozné to je, tento vzordek sa nazyva Binetova formula a mozno ho zapisat napri-

klad v tvare ., .
e (- (59)

Ak neverite, ako by nieco tak ,Skaredého* mohlo byt uz len celoéiselné pre kazdé
n, skuste si dosadit n = 0, 1, 2, ... Tento explicitny vzorcek nie je len hracka,
mozeme sa pomocou neho o postupnosti F;, vela dozvediet, najméi ako rychlo rastie.
Na prednéaske si ukdzeme metédu, ako takéto (obcas vyjdu aj krajsie, nebojte sa
:-)) vzorceky v obdobnych tlohich odvodif.

Homogénne linearne diferencné rovnice

Definicia. Homogénnou linedrnou diferen¢nou rovnicou stupiia 2 (s konStant-
nymi koeficientami) rozumieme rovnicu tvaru

Tpi2 = PTpi1 + qTn, (q #0), (1)
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kde nezndmou je postupnost a,, a st nejaké pevné cisla.
)

Budeme hladat vSeobecné rieSenia rovnice (1), t.j. vSetky postupnosti kom-
plexnych ¢isel (ak ale kompexné ¢isla nepoznas, vobec to nevadi) (z,)5, ktoré
spliiuja (1). Poktsme sa najst rieSenie (1) v tvare x,, = A" — po dosadeni do rovnice
(1) dostaneme A"*+2 = pA\"+1 4 gA\" = \2 = p) + ¢, teda

N —pA—qg=0.

Toto je charakteristickd rovnica rovnice (1). Pre jej korene A; a Ay dostidvame
rieSenia rovnice (1): z, = A} a z, = Ay. Uvedomime si, Ze ak mame nejaké
rieSenie (x,,)52, rovnice (1), potom kazdy jeho nasobok je znovu rieSenim a tiez
s¢itanim dvoch rieSeni dostaneme op#t rieSenie (inymi slovami, rieSenia (1) tvoria
linedrny priestor). Ak A1 # Aq, dostdvame vSeobecné rieSenie (1) ako

Ty = aA] + DAY,
kde a,b st lTubovoIné konstanty (ukézeme si, preco uz ziadne dalSie riesenia (1) ne-
existuji). Ak pozndme poéiatoéné hodnoty g, 21, hodnoty a,b z nich jednoznacne
dopoéitame a médme hladany vzorcéek pre nasu postupnost. V pripade \; = s = A
si ukdZeme, Ze aj x,, = nA je rieSenim (1) a vSeobecné rieSenie mé tvar

T = (a + bn)A".

Priklad. N3&jdite vSetky rieSenia rovnice a,42 = 24,41 — ap.

Poznamka. Podobne sa da postupovat pri rovniciach radu k: pre rovnicu

On+k = Pk—10n4k—1 T Pk—20n+k—2 + -+ Poln, po # 0, (2)
spoc¢itame korene A1, o, ... , A\ jej charakteristického polynému \F —pj_ 1 \F—1 —
— -+ —p1 A —po. Ak st tieto korene po dvoch rozne, vSeobecné riesenie dostaneme
ako linedrnu kombinéciu rieseni xl = A7, 22 = A}, ..., 2F = Ap. Ak je ne-
jaky koreii \ [-nasobny, d4 sa ukazat, ze A", nA", ..., n!~1\" st riesenia (2), ¢im

dostavame dokopy opit k (nezavislych) rieSeni generujucich vSetky rieSenia.
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Nehomogénne linearne diferencné rovnice

Ak v nasej rekurentnej rovnici vystupuje okrem nasobkov a,, aj nieco iné, t.j. nasa
rovnica mé tvar

Up4+2 — Pant1 — qan = f(n)a q 7£ 0,

vSeobecne

Qntk — Ph—10n+k—1 — Pk—20ntk—2 — - .. — Doln = f(n), po#0, (3)

kde f(n) je nejakd pevnd funkcia definovand na Ny, situécia je o nieco zlozitejsia.

Pozorovanie. Nech p, je jedno (tzv. partikuldrne) rieSenie rovnice (3). Potom
rovnicu (3) riesia préve tie postupnosti b,, ktoré maja tvar b, = p, + an, kde a,
je rieSenie rovnice (2).

Pre vyrieSenie nehomogénnej rovnice nam teda staéi najst jedno jej riesenie
(Gasto ho proste uhddneme) a potom pouzit poznatky, ktoré sme ziskali o ho-
mogénnych rovniciach. N4jst partikuldrne riesenie sa ndm vseobecne nepodari,
ukdzeme si v8ak, ako ho hladat v pripade, Ze prava strana f(n) = A"P(n), kde
P(n) je polyném a A nenulové komplexné éislo. Ak je totiz [ nasobnost A ako
koretia charakteristického polynému (I = 0 ak P()\) # 0), potom existuje (prave
jedno) riesenie rovnice (3) v tvare p, = A"n!Q(n), kde Q(n) je polyném. Pritom
plati, Ze stupen polynému @ je rovnaky ako stupen polynému P.

Fibonacciho cisla

Fibonacciho postupnost (F,) méa vela zaujimavych vlastnosti. Tu st niektoré

sobia matice, to si ukdzeme na prednéiske — tato vlastnost ale dost zjednodusuje
dokazy dalsich).
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Priklady

Priklad 1. a9 = a1 = 1, apt1 = an—1an + 1, (n > 1). Ukézte, Ze aggoq nie je

deliteIné 4.

Priklad 2. a; = a2 =1, a,, = (a2_; +2)/an—_2a, (n > 3). Ukaite, ze vietky a;

su celé ¢isla.

Priklad 3. Ukazte, ze existuje jedind postupnost kladnych ¢&isel ag, a1, as, ...

n—1 n—2 n—3
F, =

()= () (1)
n
ZFE:FnFnH

i=1
o) = )

1 0 F, F,_1
Fon1Fnp = Fr% + (_l)n
B+ + -+ F,=F 01
Fi+Fs+ -+ Fopy1 = Fanya
o+ F+Fy+ -+ Fop = Fopa
FFpi1 — FooFo 1 = Fap
Foi1Fnyo — FoFyys = (_1)n
Fp i+ F=Fop
F2 4+ 2F, 1F, = Fy,

FE, (Foy1+ Fno1) = Fop

Fi\Fy + FoFy+ -+ Fay 1 Py, = F3,
F3+F3  —F3  =F;,

mln = Fp|F,
nsd(Fin, Frn) = Fasd(m,n)

taka, ze ap =1, ant2 = ap — apy1, n > 0.

Priklad 4. Nech P(z) je polyndém s celoéiselnymi koeficientami. Vytvorme po-
stupnost agp = 0, a,, = P(a,—1) pre n € N. Dokézte, Ze pre vsetky k, m € N plati
A(k,m) = (K, am), kde (p, q) oznacuje najvicsi spolocny delitel ¢isel p, g.

Priklad 5. Najdite n-ty élen postupnosti definovanej vztahmi a; = cos ¢, as =

= c0S2p, pt2 = 2ap4+1 - COSP — an pre n € N.
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Priklad 6. ao =0, a; =1, a, = 2a,,_1 + a,_2, n > 1. Dokaite, ze 2¥|a,, <+=
— 2¥n.

Priklad 7. a1 =a2=1, a3 = -1, a, = ap_1a,_3. Najdite asgpg.

Priklad 8. Pre postupnost ag, a1, az, ... plati, Ze pre vSetky nezdporné m,n
(m > n) madme amin + Am—n = (a2m + a2,)/2. Najdite asgoq, ak a; = 1.
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Tento prispevok vychadza z prispevku Katky Quittnerovej, ktora vychadzala z dav-
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