Rekurence pro mirné pokrocilé
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ABSTRAKT. Rekurentnim vztahem se d4 mnoho posloupnosti elegantné a jednoduse
popsat, problém byva s vy¢islenim hodnot. Cilem prednasky bude nahlédnout zptsob
FeSeni linedrnich rekurenci. Analogické metody se daji aplikovat v teorii diferencidlnich
rovnic, tolik uzitecné oblasti matematiky.

Definice. Homogenni linedrni diferen¢ni rovnici k-tého fadu s konstantnimi koe-
ficienty nazyvame rovnici

ck Ay + -+ coAn =0,

kde ck,co # 0. Resenim je kazd4 posloupnost {4,}2° spliujici vztah pro kazdé
n € Np.

Zpisobu feseni rekurentnich vztaht existuje nékolik, ty nejdilezitéjsi si ukazeme
na prikladech.

Uhodnuti

Piiklad. (Zahiivaci) Na§im tkolem je vy¢islit nejmensi nutny pocet tahii na pfe-
misténi hanojské véze vysky n. Hanojska véz se skladd z n zmensujicich se diskt
nasazenych na hrotu. K dispozici jsou dohromady t#i hroty: pocatecni, cilovy a od-
kladni. Pfesouvat se smi pouze jeden disk, pri¢emz vétsi disk nesmi lezet na mensim.
Pocet tahii oznacime H,, a ze zpusobu pfesouvani véze vyplyne, Ze pro néj plati
H, = ... Pomoci tohoto rekurentniho vztahu vyjadiime nékolik prvnich hodnot a
uhodneme feseni. Jeho pravdivost dokdzeme dosazenim do rekurentni rovnice.

Jak uvidime, zde metoda uhaddnuti bohaté poslouzi a hlavné povede rychle k vy-
sledku. Ne vzdy se ale da hadat. ..

KL{COVA SLOVA. rekurentni vztahy, Hanojské véZe, linearni diferenéni rovnice, charakteristicky
polynom
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Secteni (nasobki) viech 7 rovnic

Priklad. (Rozjezdovy) Na kolik dilki rozdélime koZeSinu n rtznobéZnymi fezy
(tak, Ze se protinaji uvnitf a jednim bodem prochézeji maximalné dva)?

Opét odvodime rekurenci K, = ... a nyni uz bude stacit vSech n rovnic seéist a
provést jednoduchou algebraickou tpravu. VSimnéme si, Ze potfebujeme znat Kj.

Podobnym tkolem je zjistit pocet dilt pfi porcovani medvéda, trojrozmérného
objektu, s podobnymi pravidly.

Ukéazeme si, ze rekurence spliiuje M,, = ... a podobnym zpisobem rekurenci
vyresime.

Tento zpusob muzeme zpétné aplikovat i na hanojské véze, avSak na nékteré stale
nestaci.

Reseni homogennich linedrnich diferenénich rovnic s konstantnimi koeficienty metodou cha-
rakteristického polynomu

Zac¢neme homogenni linedrni diferen¢ni rovnici druhého fddu s konstantnimi koefi-
cienty a, b, ¢ (a, ¢ nenulové): aX, 12 + bX, 11 + cX, = 0. Pokud zndme (nejlépe)
prvni dvé hodnoty, dovedeme z nich celou posloupnost zkonstruovat. Pokud se bu-
deme divat na mnozinu vsech feSeni této rekurence!, je tato mnozina uzaviend ke
s¢itani a nasobeni redlnym é&islem?. A protoze je kazda posloupnost jednoznaéné
ur¢ena dvéma ¢isly, staci najit dvé nenulové posloupnosti, které spliuji rekurenci,
umime je snadno vyjadfit a jedna neni nisobkem druhé3. Pomoci nich pak urcité
dokazeme nakombinovat i hledanou posloupnost zadanou konkrétnimi pocateé¢nimi
podminkami.

Ukazuje se, 7Ze hledanou posloupnosti je {A\"}52 ,: dosadime-li ji do rekurence a
vykratime A", dostaneme tzv. charakteristicky polynom, v nasem piipadé a\?+bA+
c=0.

V piipadé, Ze mé polynom rizné kofeny, stac¢i nahlédnout, ze dvojice (1,\1) a
(1, A2) si nejsou nasobkem. Poté jiz dopocteme koeficienty linedrni kombinace «, (3
z pocatecnich podminek:

- (1, )\1) + - (1,)\2) = (X07X1).

Resenim je pak X,, = oA} + B},

V pripadé, ze ma polynom dvojnasobny kofen, potiebujeme dalsi vyjadritelné
linedrné nezavislé feseni, tedy dalsi typ feseni. Tim je {n - A"}>2,, kde A je dvoj-
nasobny kofen. Dvojice (1,\) a (0, \) si opét nejsou ndsobkem, miZeme z nich tedy
kombinovat feseni s libovolnymi pocateénimi podminkami.

ITzn. se véemi usporadanymi dvojicemi poéateénich podminek.

20becné se vie odehrava na komplexnich &islech, pro jednoduchost uvazujeme pouze &isla realna.
30becné nesmi byt linedrné zavislé.
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Rovnice vyssich fadt vedou na polynomy vyssiho stupné, mohou tedy byt nefe-
Sitelné. Vyssi nasobnosti kofent pak pridavaji dalsi feSeni zvySovanim mocniny u n
az po {nFi=1. A"} ' kde \; je kofen nasobnosti k;.

Priklad. (Rutinni) Urcete, kolika zptisoby je mozné utratit n pazourkl, pokud
kazdy den koupim prévé jednu z véci: pazourek (1), ostép (2), Zena (2).

Reseni. Pocet kombinaci ozna¢ime K,. Prvni den mohu koupit jednu ze ti{ véci.
Celkovy pocet kombinaci tak bude tento soucet:

(1) koupil jsem pazourek, zbyva mi n — 1 pazourkd, tedy K,_; kombinaci,

(2) koupil jsem o8tép, zbyva mi n — 2 pazourkd, tedy K,,_o kombinaci,

(3) koupil jsem zenu, zbyva mi n — 2 pazourktl, tedy K,,_o kombinaci.
Dostavame se tak k rekurenci K,, = K,,_1 +2K,,_2, tu vyfesime metodou charakte-
ristického polynomu A2 — X\ — 2 = 0. Kofeny jsou A\; = 2, Ao = —1. ReSeni rekurence
je tedy ve tvaru K,, = C1 - 2" + Cy - (—1)", kde konstanty Cy, Cy dopoéteme z po-
¢ateénich hodnot K7 =1, K9 = 3 a dostavame C7 = %, Cy = % Vysledné feseni je
Ky,=%2-2"+1.(-1)".

Nehomogenni linearni diferencni rovnice

Nehomogenni linearni diferen¢ni rovnici za¢neme fesit stejné jako homogenni. K na-
lezeni vSech feSeni ndm uz staci najit pouze jediné feseni nehomogenni (tzv. partiku-
larni) a seéist ho s feSenim homogennim. Obecné ndvody na hledani partikuldrnich
TeSeni jsou zndmé jen pro urcité typy pravych stran a je s nimi spousta prace. Uka-
zeme si jen zbézné metodu variace konstant.

Piiklad. (OSemetny) Pfi poéitdni stfedniho poétu krokii bindrnim vyhledavacim
stromem se dostaneme k rekurenci

n—1

2
Bn:1+§2k-3k.
k=1

Nékteré priklady jinych diferencnich rovnic
Piiklad. (Posetily) Vyfeste rekurence
Gpt2 — 3nap41 + 2n(n — 1)a, =0,

apt1 =n- (a1 + -+ ap).
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