Redundantni Ciselné soustavy pro pokrocilé
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ABSTRAKT. Problém, jak zapisovat ¢isla, se tdhne s lidstvem od nepaméti. Dnes
zndmy pozi¢ni zapis, kdy stejny symbol (napf. ,,5%) pouzity na rtiznych mistech umoz-
nuje zapsat jednou pét, jednou padesat, byl podminén vyndalezem symbolu ,,0“ pro
Hhic“. Kazdému je jasné, ze tloha vynasobeni Cisel 42 a 27 zapsanych v desitkové
soustavé je jednodussi, nez nasobeni XLII a XXVII zapsanych fimskym zpusobem.
Presto se desitkovy zapis prosadil v Evropé az ve 13. stoleti.

I dnes ma smysl ciselné soustavy zkoumat. Jejich renesance prisla s nastupem
procesoru — diavodem byla potfeba vyvinout algoritmus pro paralelni s¢itani.

Definice. Pozi¢ni numera¢ni systém je uréen bazi f§ € R, § > 1, a konecnou
mnozinou celo¢iselnych cifer nazyvanou abeceda A C Z. -rozvojem ¢isla x pak

rozumime
n

T = Z zBF, zp € A

k=—o0

»Nage“ desitkovd soustava ma bazi = 10 a abecedu A = {0,1,...,9}. Ukdzeme
si dva algoritmy, jak ¢isla mezi standardnimi soustavami prevadeét.

Prvni algoritmus vyuziva modula. D4 se pouzit jen na cela ¢isla a mél by v pseu-
dokédu tézkopadny zapis, ukazeme si ho proto jen na prednasce.

Algoritmus. (Hladovy)
najdi k, aby platilo % <z < ! (nespecifikovano jak)
repeat

z = | Fr ]

y =z — 8"

k=k-1
until y =0
Cviceni.

(1) Pfevedte (10010110111)2 do osmickové soustavy. Dokazete to bez mysleného
prevodu do desitkové? (mald finta)

(2) Zapiste prvnich n éislic ¢isla 7 v sedmickové soustavé. Ktery algoritmus po-
uzijete?



REDUNDANTNI CISELNE SOUSTAVY PRO POKROCILE

Zaklad soustavy nemusi byt nutné celociselny. Dostavame hned nékolik otazek:
(1) Jakou volit abecedu, aby byl moZny zapis vSech redlnych ¢isel?
(2) V kladném ptfipadé, bude zapis jednoznaény?
Odpovédi zni:
(1) Pokud zvolime standardni abecedu nejblizsiho vyssiho pfirozeného ¢isla, za-
pis mozny bude (hladovy algoritmus ho najde). Pokud zvolime o jedna mensi,
najdou se ¢isla, kterd neptijdou zapsat (hladovy algoritmus se ,trefi mimo

abecedu, de facto ji vynucuje).
(2) Nebude!

Dikaz. Provedeme na prednésce.

Dostali jsme tfidu soustav, ve kterych maji néktera Cisla nejednoznacény zapis!
Jako konkrétni piiklad si uvedme soustavu o zékladu 82 = 98+ 1 = 9 < 3 < 10.
Méme tedy abecedu A = {0,1,...,9} a mtzeme psit 3% = (100e)s = (91e)s.
Tento ,,jev¢ mizeme vytvorit i pro prirozené baze, staci uméle zvétsit abecedu.

Cviceni. Zapiste ¢islo 10 v soustavé o zdkladu 4 s abecedou A = {2, —1, 0, 1, 2}.
Najdete vice moznych zapisa?

Paralelni scitani jako lokalni funkce

Definice. Budte A, B abecedy a A%, B” mnoziny slov na téchto abecedach. Budte

r,t €Ng,p=r+t+1¢€N afunkce ®: B — A. Funkce ¢: BZ — A%, p(u) = v, kde
v; = ®(ujqe ... uj... u;j—r), se nazyva p-lokalni funkee.

Uvazujme konec¢né S-reprezentace ¢isel v abecedé A:

Fina(8) = {szkeImkﬁk ‘ ICZ, || < oo,z EA}.

Hledame algoritmus, ktery umozni secist dvé takova ¢isla v konstantnim Case:

S (@) =" w fF=>" B (%)
kel cA+A=B kel eB kels cA

K tomu potfebujeme zndt p-lokdlni funkci ¢ takovou, Ze funkce ® (dle definice)
pfifadi p-tici dvojic cifer (ujt¢...u; ... u;j—,) cifru v; tak, aby platila rovnost (&) a
v; € A. Na prikladu si ukdzeme, ze standardni ¢iselné soustavy nam nestaci.

1999...99999
0000. .. 00001
20000. .. 00000

Na vznik dvojky na zac¢atku souc¢tu ma vliv kazda cifra horniho ¢isla. Takové situaci
se chceme vyhnout. Algoritmus, jak to udélat, byl objeven az pii pouziti redundantni
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¢iselné soustavy. Prvni takovy algoritmus navrhl Avizienis r. 1961. Pracoval s desit-

kovou soustavou a abecedou {—6,—5,...,5,6}. Své aplikace se podobny algoritmus

dockal v aritmetickych jednotkach procesori, napiiklad Pentium pouziva soustavu

se zdkladem 8 = 4 a péti ciframi A = {—2,—1,0,1,2}. Nyni ale zpét k algoritmu.
Méjme z,y € Fin4(4). Cilem je spoéitat z € Fin 4(4) tak, aby platilo

Algoritmus. (#)
for ¢ in I; Ul do
Wi = Ti + Y
if (w; >3 or (w; =2 and w;_1 > 2))
g =1
elseif (w; < -3 or (w; = —2 and w;_1 < —2))
gi=—1
else
g =0
end
zi = w; — 4¢; + qi—1

Cviceni.
(1) Oveétte, ze z; € A.
(2) Urcete p-lokélni funkeci z algoritmu (). Jaké je p?

Dané ¢islo vsak musime nejdfive do nové soustavy prevést. To lze provést para-
lelné. Cislo rozlozime na soudet dvou ¢isel tak, ze 0, 1 a 2 ziistanou, 3 rozepiSeme na
1 a 2. Tim se obéma ¢isly dostaneme do nasi abecedy, v niz paralelné s¢itat umime.
Prevod zpét uz paralelné provést nelze.

Dale potfebujeme umét ¢isla porovnavat, coz na prvni pohled paralelné nelze.
Bézné lexikografické porovnavani v tomto pripadé selze — napiiklad (122e)y 4 <
(22 @)y, 4, protoze 6 < 10. Cisla musime nejdiive paralelné odecist a pak uZ prvni
cifra rozhodne.
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