Uvod do Ramseyovy teorie

VASEK RozHON

ABSTRAKT. Vé&dél jsi, ze housenky byvaji zbarvené tak, ze pfipominaji rostlinu, na
které se pasou? Zkus si néjakou housenku nakreslit a pokus se jeji ¢lanky vybarvit
tfemi barvickami tak, aby se v obarveni nevyskytovaly zadné pravidelnosti, které by
nebohého tvora mohly prozradit. Asi ti to moc nepujde — tu se vyskytne stejna barvicka
tiikrat vedle sebe, jindy ¢tyfi stejné barvicky v pravidelnych vzdalenostech od sebe.
Prekvapivé to ani jinak byt nemuze, jak tvrdi van der Waerdenova véta. Existuje cely
matematicky obor zabyvajici se faktem, Ze velké objekty casto obsahuji pravidelné
podstruktury. A pravé tohoto oboru (nazyvaného také Ramseyova teorie) se v této
dvojprednasce dotkneme.

Ramseyova véta

Ze vSeho nejdiiv zacneme tvrzenim, které mozné znas pod nazvem Dirichlettv prin-
cip (v angli¢tiné také pigeonhole principle a v némcéiné zase Schubfachprinzip).

Tvrzeni. (Princip holubniku) V r Suplicich se usidlilo kr + 1 holubti. V alespoii
jednom z nich se jich ted mackd alespor k + 1.

Daéle budeme pokracovat Ramseyovou vétou, podle které se cely matematicky
obor nyni jmenuje. Ta zase tvrdi, Zze prijde-li na vecirek dost velky pocet hosti,
nalezneme pét z nich tak, Ze se kazdi dva z této pétice znaji, nebo se neznaji zadni
dva.

Véta. (Ramseyova) Pro kazdé k a b existuje n takové, ze pokud libovolné obarvime
hrany tplného grafu na n vrcholech b barvickami, nalezneme v ném vzdy jednoba-
revny uplny podgraf na k vrcholech.

Cviceni 1. Rozmysli si, Ze Uplny graf na Sesti vrcholech s hranami obarvenymi
dvéma barvami vzdy obsahuje jednobarevny cyklus délky t¥i. Jsi-li v rozverné naladeé,
rozmysli si, ze obsahuje i jednobarevny cyklus délky ctyfi.

Cvicéeni 2. Anicka a Béra stfidavé barvi hrany Gplného grafu na Sesti vrcholech.
Vyhravé ta, ktera prvni obarvi cyklus délky tfi svou barvou. Pro¢ hra nemize skoncit
remizou a kdo vyhraje, za¢ina-li Anicka?
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Cviceni 3. Dokaz, ze pro kazdé k a b existuje n takové, Ze obarvime-li néjak hrany
uplného bipartitniho grafu s partitami velikosti n pomoci b barvicek, nalezneme
v ném vzdy jednobarevny uplny bipartitni podgraf s partitami velikosti k.

Cviceni 4. Na kazdém policku étvercové tabulky bydli holub, nebo housenka.
Diagondlu tabulky tvoii policka lezici v i-tém Fadku a i-tém sloupci (pro vSechna
1). Vybereme si néjakjch n sloupci a n fadkd z pivodni tabulky a podivdme se
na policka na priisecicich téchto radkt a sloupci, ta tvofi ¢tvercovou podtabulku
velikosti n. Dokaz, Ze:

(1) Pokud je ptvodni tabulka dost velkd, najdeme v ni podtabulku se stranou
dlouhou deset policek, na které bydli jen holubi, nebo jen housenky.

(2) Pokud navic pozadujeme, Ze vybereme-li i-ty fadek, musime zaroven vybrat
i -ty sloupec, predchozi tvrzeni neplati.

(3) Nyni plati stejnd podminka jako v pfedchozim bodu, ale sta¢i ndm, ze pokud
podtabulku rozdélime na tii ¢asti — policka na diagonale, nad diagondlou a
pod diagonalou — v kazdé ¢asti bydli pouze zviradtka jednoho druhu. Dokaz,
7e nyni podtabulku se stranou délky deset najit umime. (Zkus tlohu nejprve
vyfesit pro tabulku symetrickou podle diagonaly.)

(4) Nyni z pavodni tabulky vystfihneme souvisly étverecek o strané délky de-
set. Milze se stat, ze af uz je puvodni tabulka jakkoli velkd, zadny takovy
Ctverecek obydleny stejnymi zvifatky v ni nenajdeme?

Cviceni 5. (tézké) Dokaz, Zze obarvime-li b barvickami vSechna pfirozend disla,
najdeme mezi nimi jednobarevnou trojici x, y, z takovou, ze z+y = z. Co kdybychom
hledali ¢tverici, pro kterou plati z +y + z = u?

Ramseyova véta se vztahuje i na obecnéjsi struktury, nez jsou grafy. Pokud na
soustiedéni prijede dostatecny pocet Gcastnikl a organizatori si pro kazdou trojici
ucastnikti rozmysli, jestli tvofi vhodny tym na vysadek, nebo ne, dokézi najit sku-
pinku deseti ucastniki takovou, ze kazda trojice z nich vybrana je vhodna, nebo
vhodnéa neni zadna takova trojice.

Véta. (Ramseyova véta pro p-tice) Pro kazdé k, b a p existuje n takové, Ze pokud
libovolné obarvime vSechny p-tice mnoziny s n prvky pomoci b barvicek, nalezneme
v ni vzdy podmnozinu velikosti k takovou, ze vSechny p-tice z této podmnoziny maji
stejnou barvu.

Hilbertovo lemma

Déle se budeme vénovat vétam podobnym té Ramseyové, které zabezpecuji, Ze urcité
velké objekty obsahuji néjakou strukturu. Asi nejstarsi takovou vétou je Hilbertovo
lemma z konce 19. stoletil.

INageho letopoétu.
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Definice. (Krychlickova posloupnost) Krychlickovd posloupnost délky [ a dimenze
s pro Cisla ag,dy,dso, . .., ds je mnozina vsech Cisel ve tvaru

ap + ki -dy+ ke -do+ -+ ks - ds,

kde kazdé k; nabyva hodnot mezi 0 a [ — 1 vcetné.
Priiklad. Krychlickova posloupnost dimenze jedna je aritmetickou posloupnosti.

Véta. (Hilbertovo lemma pro ¢isla) Pro jakékoli s a b existuje dostate¢né velké n
takové, ze obarvime-li néjak cisla od jedné do n pomoci b barvicek, najdeme v ramci
téchto n cisel jednobarevnou krychlickovou posloupnost délky dva a dimenze s.

Cviceni 6. (tézké) Dokaz pfedchozi vétu.

Véta. (Hilbertovo lemma pro mnoziny) Méjme libovolné s, b a mnozinu X, jejiz
vSechny podmnoziny libovolné obarvime pomoci b barvicek. Je-li X dost velka, exis-
tuji jeji podmnoziny Ag, A1, ..., A, které jsou viechny neprazdné a disjunktni® a
pro které plati, ze kazdé sjednoceni Ay s néjakou podmnozinou {Ay, As, ..., As} ma
stejnou barvu.

Cviceni 7. Uvédom si, ze pfedchozi véta plati pro s = 1.
Cviceni 8. Predpoklddej platnost predeslé véty a dokaz ji s pfidanou podminkou,
ze velikost Ay musi byt alesponi sto.

Cviceni 9. Méjme mnozinu X a jeji podmnozinu Y, |Y| = 100. Dokaz, Ze pokud
je X dostatecné velka, existuji a,b € X \ 'Y takova, Ze pro vSechna Z C Y je barva
aU Z stejné jako barva bU Z. Jinymi slovy vSechna rozsifeni a a b do Y maji stejnou
barvu.

Cviceni 10. (tézké) Dokaz Hilbertovo lemma pro mnoziny.

Cviéeni 11. Uvédom si, jak spolu souvisi obé verze Hilbertova lemmatu a odvod
variantu pro ¢isla s pomoci varianty pro mnoziny.

Van der Waerdenova véta

Nakonec se podivame na vétu, kterd zajistuje, Ze p¥i barveni pfirozenych ¢isel nutné
dostavame dlouhé aritmetické posloupnosti.

Véta. (van der Waerdenova) Pro jakdkoli pfirozend ¢isla l a b existuje dostatecné
velké n takové, ze pokud libovolné obarvime ¢isla od jedné do n pomoci b barvicek,

najdeme vzdy v ramci téchto n ¢isel jednobarevnou aritmetickou posloupnost délky
l. Navic nejmensi takové ¢islo n nazvéme W (I, b).

Cvi€eni 12. Uvédom si, ze plati: W(1,0) =1, W(2,b) =b+1a W(l,1) =1.

2Tj. primik kazdé dvojice je prazdna mnozina.
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Tvrzeni. W(3,2) <5-(2-2°+1).

Ndvod. Zacneme s useky po sobé jdoucich ¢isel délky pét — uvédom si, Ze v nich
najdes aritmetickou posloupnost délky tfi, jejiz prvni dva ¢leny maji stejnou barvu.
Predpokladame, ze tieti ¢len ma opac¢nou barvu.

V druhém kroku je potfeba za sebe poskladat dostatecny pocet péticifernych
blokt. Kdyz jich bude 33, mame uz jistotu, ze dva bloky budou stejné. V téchto
dvou blocich ted mtizeme stejnym zpisobem aplikovat piedchozi argument. Nakonec
sta¢i najit dvé vhodné posloupnosti délky tii koncici ve stejném cisle. Uvédom si, ze
kvali tomuto tfetimu c¢islu je potfeba pridat dalsich 32 bloka délky pét.

Cviceni 13. Uvédom si, ze jsme byli nehospodérni, nebot W (3,2) = 9.
Tvrzeni. W(3,3)<7-(2-3"+1)-(2- 37:(2:37+1) 4 1).

Ndvod. Zacneme jako v pfedchozim pfipadu a zkonstruujeme dvé jednobarevné
posloupnosti délky tii ,,mifici“ do stejného ¢isla. To ale miize byt obarveno treti
barvickou. Je tedy tieba vzit cely blok délky 7-(2-37 + 1), na kterém funguje nase
konstrukce, a zkopirovat ho dostkrat za sebe, abychom méli jistotu, Zze najdeme dva
stejné obarvené. Nakonec najdeme t¥i posloupnosti mirici do stejného cisla.

Definice. (Krychlickova posloupnost s okraji) Okraj krychli¢kové posloupnosti je
krychlickova posloupnost vznikla tak, ze nékolik prvnich indexd kq, ... , k; pivodni
posloupnosti polozime rovny ! (a ostatni ddle nechdme nabyvat vSech hodnot mezi
0 al—1 vCetné).

Krychlickova posloupnost s okraji je jednobarevna, jestlize jsou vSechny jeji prvky
obarveny stejnou barvou a zérovei je jednobarevny kazdy jeji okraj (kazdy okraj ale
miiZze byt obarven jinak).

Priklad. Krychlickova posloupnost dimenze s ma s okraju. Poslednim okrajem je
vzdy jediné ¢islo.

Cviceni 14. Zkus zobecnit pfedchozi konstrukce pro W (3, k) s libovolnym k. Uvé-
dom si souvislost s Hilbertovym lemmatem pro ¢isla.

Véta. (van der Waerdenova pro krychli¢kové posloupnosti)

Pro jakakoli prirozena cisla l, b a s existuje dostatecné velké n takové, ze pokud
libovolné obarvime cisla od jedné do n pomoci b barvicek, najdeme vzdy v ramci
téchto n cisel jednobarevnou krychlickovou posloupnost délky | a dimenze s. Navic
nejmensi takové ¢islo n nazvéme W (l, s, b).

Tvrzeni. W(l,s+1,0) < W(l,s,b)- W(l,1,bW L0,
Tvrzeni. W(l+1,1,b) <2-W(,b,b).

Cviceni 15. Uvédom si, Ze z pfedchozich dvou tvrzeni uz lze matematickou indukci
dokézat van der Waerdenovu vétu.

Existuji rizné silnéjsi varianty van der Waerdenovy véty, jednou z nich je Greenova-
Taova véta dokdzané v roce 2004.
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Véta. (Greenova-Taova) Existuji libovolné dlouhé aritmetické posloupnosti slo-
zené pouze z prvocisel.

Navody

3. Staci dvakrat aplikovat princip holubniku. Nejprve zvol jednu partitu dosta-
te¢né velkou, aby mél libovolny vrchol z druhé partity alespoii k£ hran jedné barvy.
Poté pridavej vrcholy do druhé partity. Staci, kdyz se jich nakonec najde k tak, Ze
posloupnost barev jejich hran bude stejna (a to se musi stét).

4.

(1) Uvazuj postupné jednotlivé fadky a aplikuj na né princip holubniku.

(2) Zkus tabulku rozdélit na t¥i ¢asti stejné jako v t¥etim bodu.

(3) Pouzij Ramseyovu vétu; dvojice zvifatek na pozicich (4, ) a (j,4) odpovidaji
barvé hrany mezi vrcholy ¢ a j. Na diagonalu pak bude potfeba jesté jednou
aplikovat princip holubniku.

(4) Sachovnice.

5. Pouzij Ramseyovu vétu; barva hrany mezi ¢ a j bude stejna jako barva cisla
j — 1. Najdi jednobarevny trojihelnik.

6. Dokazuj matematickou indukci. Pfedpokladej, ze v dostatecné dlouhém bloku
umis najit krychlickovou posloupnost dimenze s. Nésledné za sebe poskladej dost
bloki této délky tak, aby pri kazdém obarveni byly néjaké dva obarveny stejné.
Nakonec spoj krychlickové posloupnosti z téchto dvou blokd, a ziskej tak posloupnost
dimenze s + 1.

7. Staci vzit mnozinu velikosti b + 1 a posloupnost jejich podmnozin, které se do
sebe postupné zanorfuji. Dvé z podmnozin musi mit stejnou barvu, a poslouzi tak
jako AO a AO U Al.

8. Vezmi si mnozinu X = X; U X5, kde |X;| = 100 a X5 je dost velkd. Néasledné
definuj nové obarveni podmnozin X5 tak, ze nova barva pro Y bude stara barva
mnoziny X; UY.

9. Uvédom si, ze néjaké tvé obarveni mize kédovat i to, jaké staré barvy maji

~7y

vSechna rozsireni a do Y. Téch je mnoho, ale jen koneéné mnoho.

10. Postupuj indukci. Podobné jako v predchozim cviceni najdi Ay a A; takové, ze
rozsiteni Ag maji stejnou barvu jako rozsifeni Ag U A; do néjaké mnoziny X. V X
pak najdi mensi krychlicku.

11. Napis si ¢isla v binarni soustavé.
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