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ABSTRAKT. Tématem prednasky jsou rtzné verze Ramseyovych vét. Ty v podstaté
tikaji, ze v dostatecéné velkém systému nemiize byt uplny neporadek. V pripadé grafa,
ze vzdy najdeme kliku nebo nezavislou mnozinu néjaké velikosti.

,Uplny nepofadek neni mozny.“ Tak by se dala shrnout viechna tvrzeni, ktera si tu
predvedeme. Abychom si zjednodusili pfedstavu naseho svéta, budeme se pohybovat
ve svété grafl.

Priklad. (Motivacni) Mezi Sesti lidmi jsou alesponi t¥i, ktefi se navzajem znaji,
nebo alespon tii, ktefi se neznaji.

Tvrzeni. (Dirichlettv princip) Necht k, n jsou pfirozens ¢isla. Pak kdykoli umis-
time kn + 1 pfedméti do n piihradek, tak alespon v jedné prihradce bude alespori
k + 1 predmétii.

Grafové pojmy

Definice. Graf (V, E) je dvojice mnoziny vrchold V' a mnoziny hran E.

Definice. Uplng graf K, je graf na vrcholech 1, 2, ..., n, ktery obsahuje vechny
hrany.

Definice. (Hranové) obarveni grafu G pomoci k barev je funkce f, kterd kazdé
hrané prifadi jednu barvu. Matematicky bychom ftekli, ze f je zobrazeni z E do
{1,2,...,k}.

Definice. (Indukovany) podgraf grafu (V,FE) je takovy graf, ze jeho vrcholy V'
jsou nékteré vrcholy z V' a jeho hrany jsou vSechny hrany ptvodniho grafu, které
vedou mezi vrcholy z V.

Definice. Klika v grafu je takovd mnozina jeho vrcholt, Zze kazdé dva z nich jsou
spojeny hranou.

Definice. Nezavisld mnozina v grafu je takovd mnozina jeho vrcholi, ze zadné dva
z nich nejsou spojeny hranou.
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A jdeme na to!

Véta. (Ramseyova véta — jednoducha verze) Pro kazda n, m piirozend ¢isla exis-
tuje N € N tak, ze vSechny grafy na N vrcholech obsahuji bud kliku velikosti n nebo
nezavislou mnozinu velikosti m. Nejmensi takové ¢islo N nazvéme Ramseyovym Cis-
lem R(n,m).

O velikosti Ramseyovych c¢isel se toho obecné moc nevi a neexistuje ani zadny
prilis tésny odhad na jejich velikost. Napiiklad o hodnoté R(5,5) vime, Ze je mezi 43
a 49, ale ani v dob€ vykonnych pocitaci pfesnou hodnotu nezname. My si ukazeme
nasledujici odhad na jejich velikost:

! 2k — 2
2z < :
< R(k,k) < (k—l)

Nyni si uvédomime, Ze misto rozhodovéni je/neni hrana bychom mohli Gplny graf
obarvovat pomoci dvou barev. Pak se uz prirozené nabizi zobecnéni této véty.

Definice. Graf na vrcholech V' je jednobarevny v obarveni f, pokud vSechny hrany
maji v f stejnou barvu.

Véta. (Ramseyova véta — vicebarevna verze) Pro libovolnd b,n € N existuje N € N
tak, ze kdyz |V| = N a mnozina barev |B| = b, tak pro kazdé obarveni f : (}}) — B
existuje jednobarevny tplny graf na n vrcholech.

Véta. (Schurova véta) Pro libovolny pocet barev b € N existuje N € N tak, Ze
kdyZ obarvime ¢isla {1,2,..., N} pomoci b barev, pak budou existovat tfi ¢isla x,y, z
stejné barvy spliujici © +y = z.

Véta. (van der Waerdenova véta) Pro libovolny pocet barevb € N a ¢islo | existuje

N € N tak, ze kdyz obarvime ¢isla {1,2,..., N} pomoci b barev, pak bude existovat
jednobarevna aritmeticka posloupnost délky alespori 1.

Véta. (Ramseyova véta — nekoneénd) Pro libovolné b € N a mnozinu barev |B| = b
2) — B existuje v nekonec¢ném spocetném grafu
jednobarevny uplny spocetny graf na n vrcholech.

plati, Ze pro kazdé obarveni f : (]

Konecné priklady

Priklad. Ukazte, ze pro kazdé m > 2 existuje pg tak, Ze pro vSechna prvocisla
p > po ma kongruence

T+ Ym = 2 (mod p)
feseni.
Priklad. Spoluprace mezi sedmnécti védci vypadé tak, Ze kazdi dva komunikuji
o jednom ze tii témat. Ukazte, ze existuji t¥i védci, kteri se navzajem bavi o stejném
tématu.
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Priklad. Mezindrodni spoleénost mé celkem 1978 ¢lent ze Sesti zemi, ktefi jsou

ocCislovani ¢isly 1,2,...,1978. Ukazte, ze existuje ¢len, jehoz ¢islo je souctem cisel
dvou jeho krajani nebo je dvakrat vétsi nez ¢islo néjakého jeho krajana.
(IMO 1978)
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