Rady a mocniny

DaviD HRUSKA

ABSTRAKT. Olympiddni teorie ¢isel se ¢asto zabyva tlohami o zbytcich a mocni-
nach. K této oblasti existuje pomérné bohata teorie, ktera nam jednak dava dobrou
predstavu, jak zbytky funguji, a jednak se hodi v matematickych soutézich. Pfispé-
vek obsahuje shrnuti jejich pfistupnéjsich partii a pres dvacet rtizné obtiznych aloh k
procviceni.
V ramci tloh z teorie ¢isel mizeme ¢asto misto s danymi ¢isly pracovat jen s jejich
zbytky po déleni vhodnym n (¥ikd se také ,modulo n“). Podivdme se podrobné na
to, co se déje se zbytky modulo pevné n, kdyz je nasobime a mocnime.

Zbytky, zejména ty nesoudélné s n

Definice. Uplnou sadou zbytki myslime mnozinu {0, 1, 2, ..., n — 1} zbytki mo-
dulo n. Znacime ji Z,,. Kdyz v ni s¢itdme nebo nasobime, tak myslime automaticky
s¢itani a nasobeni modulo n. Redukovand sada zbytku je podmnozina Z, obsahu-
jici vSechna ¢isla nesoudélné s n. Znadime ji Z! a ma ¢(n) prvka, kde ¢ nazyvame
Eulerova funkce.

Véta. Pokud n =pi"p5?...pp*, kde p; jsou po dvou riizna prvocisla, pak plati

a(i-4) (o 4) (1)

Definice. Cislo a € Z7 je kvadraticky zbytek, pokud x> = a (mod n) pro n&jaké
x € Z,,. Pokud takové x neexistuje, fikdme, ze a je kvadraticky nezbytek.

Kvadratické zbytky

Tvrzeni. Pro liché prvocislo p je kvadratickych zbytku %.
Definice. Necht p je liché prvodislo a a € Z, pak definujeme Legendretiv symbol
(%) nasledovné:
0 propla
(a) =<1 pokud a je kvadratickym zbytkem a p{ a

—1 pokud a neni kvadratickym zbytkem
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Uloha 1. Dokaz, 7e liché ¢&islo, které se da zapsat jako soucet dvou ¢tverci, je
nutné ve tvaru 4k + 1.

Uloha 2. Dokaz, 7e pokud 7 | a® +b%, pak 7 | a a 7 | b. Doka#, Ze obdobné tvrzeni
pro pétku neplati.

Uloha 3. Bétka si mysli tiisetciferné &islo, které se sklada ze sta nul, sta jedicek a
sta dvojek, pficemz prvni cifra neni nula. Muze byt Bétc¢ino ¢islo ¢tverec?

(MKS 29-2-4)
Réady a mocnéni

Definice. Pro kazdé ¢islo a € Z;, existuje pravé jedna inverze modulo n, tj. prvek

a' € 7 takovy, ze aa’ =1 (mod n). Obvykle inverzi zna¢ime a 1.

Definice. Pro a € Z] nazveme 7dd prvku a modulo n nejmensi k € N takové, ze
a* =1 (mod n). Znaéime ho ord, (a).

Tvrzeni. Proa € Z},z,y € Ny plati

x

a®*=a’ (modn)<= =y (mod ord,(a)).

Dusledek. Necht a € Z},,x € Ng. Pak o =1 (mod n) pravé, kdyz ord,(a) | x.

Dusledek. Pokud a® = 1 (mod p) a zaroveri ¥ = 1 (mod p), pak téz a*¥) =1
(mod p).

Véta. (Wilsonova) Plati, Ze p je prvocislo pravé tehdy, kdyz (p—1)! = —1 (mod p).
Véta. (Eulerova) Pro a € Z plati a®™ =1 (mod n).

Specidlnimu pfipadu této véty, kdy n je prvocislo (a tedy ¢(n) = n — 1), se fika
mald Fermatova véta.

Tvrzeni. (Eulerovo kritérium) Necht p je liché prvocislo a a je ¢islo nesoudélné
a p—1

s p, potom () =az (mod p).
p

Tvrzeni. Bud p liché prvocislo a a, b celd ¢isla. Pak (ab) = <a> . (b) .
p p p

Uloha 4. Ukaz, ze kdykoliv je p prvoéislo a a, b pfirozena éisla, pak p | ab? — baP.

Uloha 5. Ukaz, Ze pro riizna prvoéisla p, ¢ plati
p? 1+ ¢P =1 (mod pq).

Uloha 6. Necht p je prvodislo a b je celé &islo. Dokazte, ze b =1 = 1 (mod p?),
pravé kdyz b~ =1 (mod p?). (MKS 28-9-4)

Uloha 7. Ukaz, 7e —1 je kvadraticky zbytek modulo p, pravé kdyz p je ve tvaru
4k + 1.
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Uloha 8. Necht p je prvoéislo a ¢ je prvoéislo, které déli 27 — 1. Doka, ze pak
plg—1
Uloha 9. Pokud prvoéislo p déli n-té Fermatovo &islo 22° + 1, pak 2"+ | p — 1.

Uloha 10. Najdi viechna kladné celé &isla nesoudélna se viemi ¢leny nekoneéné
posloupnosti
a, =2"4+3"+6" —1.

(IMO 2005, 4)

Uloha 11. Bud p prvoéislo ve tvaru 3k + 2. Plati, 7ze p | a®> + ab + b?, kde a,b € N.
Ukaz, 7e pakip|a, p|b.

Uloha 12. Nechf p > 5 je prvoéislo a n = 221)3*1. Ukaz, ze n | 2" — 2.
(iKS 1, N4)

Uloha 13. Doka7, Ze pro n > 1 nemiize nastat n | 2"~! + 1. (Schinzel)

Uloha 14. Nalezni vSechny trojice prvoéisel p, ¢, spliiujici soustavu délitelnosti
plqd +1, q|mP+1, r|p?+1

(USA TST 2003)

Uloha 15. Najdi vSechna n > 1, pro ktera existuje pravé jedno 0 < a < n! takové,
ze a™ 41 je délitelné n!. (ISLS 2005, N4)

Uloha 16. Necht p > 5 je prvodislo. Dokaz, ze existuje 1 < a < p — 2 takové, ze
ani a?~! — 1, ani (a + 1)P~! — 1 neni délitelné p*. (ISLS 2001, N4)

Uloha 17. Necht p je prvoéislo. Dokaz, Ze existuje prvoéislo ¢ takové, ze pro zadné
prirozené ¢islo n neni n? — p délitelné q. (IMO 2003, 6)
Primitivni prvek

Asi nejzajimavéjsi tvrzeni o zbytcich modulo p je existence primitivniho prvku. Ne-
budeme ji dokazovat, ale kratce si ukazeme, jak funguje.

Definice. Cislo a € Z7 nazveme primitivni proek, pokud ord, (a) = ¢(n).

Poznamka. Primitivni prvek g je tedy ¢islo, které ,generuje“ celou Z;, neboli
{g° (mod n), g* (mod n),¢* (mod n),...} = Z.

Véta. Primitivni prvek existuje pravé pro modula ve tvaru 2,4, p*, 2p*, kde p je
liché prvocislo a k € N.

Uloha 18. Nechf p je liché prvoéislo. Najdi vechna takova k, Ze

pl1F 425+ (p— D)
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(Hungary-Israel Math Competition 2009)

Uloha 19. Pro prvoéislo p uréi, jaky je soucet vSech kvadratickych zbytkti mo-
dulo p. Jak je to s kvadratickymi nezbytky?

Uloha 20. DokaZ, ze sou¢in vsech primitivnich prvké modulo p je kongruentni 1
mod p.

Uloha 21. Ukaz, Ze 2 je primitivni prvek mod 3™.

Uloha 22. Dokaz, %e pokud je p Fermatovo prvoéislo (tedy je ve tvaru 22" 11 pro
néjaké k € N), pak je kazdy kvadraticky nezbytek modulo p sou¢asné primitivnim
prvkem.
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Navody

1. Modulo 4.

2. Rozeberte moznosti na zbytky modulo 7.

3. Modulo 9.

4. Rozeber zvlast piipad, kdy je jedno z ¢isel délitelné p, pak vyuzij malou Ferma-

tovu vétu.

5. Podivej se na kongruenci zvlast modulo p a ¢, pouzij malou Fermatovu vétu.
6. Vyuzij Eulerovu vétu.

7. Prvniimplikaci sporem s malou Fermatovou vétou. Druhou implikaci Eulerovym
kritériem.

8. ord,(2) =p.

9. Umocni kongruenci na druhou, abys dostal rad prvku 2 modulo p.

10. Pro prvocisla p > 3 uvaz ¢len a,_2 a vyuzij malou Fermatovu vétu.

11. Plati také a® = b3 (mod p). Umocni na vhodnou mocninu, aby $la vyuzit mald
Fermatova véta.

12. Dokaz 2p | n — 1.

13. Vyluc suda ¢isla, rozloz na soucin a uvaz takové prvocislo p v rozkladu, ze p—1
je délitelné nejmensi mocninou r éisla 2. Dokaz n =1 (mod 27).

14. BUNO p je nejmensi. Pokud je p liché, dokaz p | ¢ — 1 nebo p | ¢ + 1 a vylué
prvini moZznost a nasledné dokaz g |r+1ar|p+ 1.
15. Plati pro prvocisla. Pro licha slozend uvaz a = %‘ — 1, kde d | n. Pro licha

a”+1
a+1

16. Ozna¢ C mnozinu téch a, pro které a?~! = 1 (mod p?). Dokaz |C| < p%l.
Dale sporem dostaii 1,3,...,p—2 € C aspor vyvodzp—4,p—2€ C.

prvodisla dokaz, ze je nesoudélné s (n — 1)L

17. Vezmi libovolné prvodislo ¢ | pp,11. Dokaz ¢ = 1 (mod p) a q | p¥ — 1, kde

o
q = kp + 1. Potom dokaz p | k a ¢ = 1 (mod p?). To nemtliZe nastat pro vsechny
prvociselné délitele L:ll.

P
18. Zapis ¢isla 1,...,p — 1 pomoci jednoho primitivniho prvku a vyuzij vzorecek

pro soucet geometrické rady.

*

»» U kterych ma primitivni prvek

19. Kvadratické zbytky jsou pfesné ty prvky Z
sudy exponent.

20. Inverzni prvek k primitivnimu prvku je opét primitivni.

21. Indukci podle n. Musi platit ¢(3") = ordz«(2) | ordsn+1(2) | ¢(3"F1). Dalsi
indukei vylu¢ ptipad ordgni1 = 2- 371

22. Kvadratické zbytky nemohou byt primitivnimi prvky. Kolik ma p primitivnich
prvka?
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