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P rVOCISIa prednaska s okolédou
Radek Erban

Pruvocislo je takové prirozené ¢islo, které ma pravé dva kladné délitele. Ackoliv je to pojem
znaCné znamy a Casto studovany, je az Gzasné, ze soucasnad matematika neumi odpovédét na
nékteré zakladni otazky tykajici se prvocisel, které byly zformuloviny pfed mnoha a mnoha
veéky. Zacneme vSak vécmi nejzdkladnéj$imi, aby bylo patrné, k ¢emu mtize byt odpovéd na
nékteré na prvni pohled umélé akademické problémy dobra.

Asi nebude pro Tebe prilis tézké dokazat nasledujici poucku, kterd se Casto nazyva zakladni
vétou aritmetiky :

Véta : Kazdé cislo a € N,a > 2 se dé vyjadiit ve tvaru a = p{t - p32 . p33 . ... pl", kde
P1,...,Pn jsou po dvou rizna prvocisla a qi1,...,qn € N. Toto vyjadreni je jednoznacné
az na poradi Cinitelu.

Z uvedené véty je vidét, ze z prvocisel a ndsobeni muzeme ,,vybudovat® vSechna pfirozena
¢isla. Tj. prvocislo je v podstaté zédkladni stavebni kdmen pfirozenych cisel vzhledem k na-
sobeni (stejné jako jednicka vzhledem ke s¢itani). Mnohé slavné (Fermatova véta, Waringiv
problém, ap.) i méné slavné problémy v teorii ¢isel, které néco tvrdi pro vSechna pfirozena
¢éisla, proto ,staci“ Casto FeSit jen pro prvocisla, nebot z tohoto pak obecna tvrzeni snadno
vyplyvaji.

Rozlozeni prvodisel v mnoziné prirozenych cisel

Jiz stary Eukleidés ve svych ,Zakladech* dokazuje tvrzeni, Zze prvocisel je nekonecné
mnoho, ¢ili prvocisla tvofi nekonecnou posloupnost ¢isel. Naskyta se samoziejmé otazka,
jaké ma tato posloupnost zakonitosti. Prvnich nékolik set prvocisel je uvedeno v nasledujici

tabulce :

Pokud si uvedenou tabulku pozorné prohlédneme, zjistime, Ze ,hustota“ prvocisel po-
stupné klesa. Je samoziejmé otazkou, jak rychle. Neni pfili§ obtizné ukazat, ze existuje libo-
volné dlouhy usek prirozenych cisel bez prvocisel. Pro prirozené ¢islo n totiz staci vzit n-tici
(m+)!+2, (n+1)!+3, (n+1)!+4, ..., (n+ 1)+ n+1, ve které neni zfejmé ani jedno

9



prvoéislo. (Sam si rozmysli pro¢.) Takze vidime, Ze posloupnost vSech prvoéisel je ,libovolné
dérava“. Uvedené diry vSsak nemohou byt ,libovolné brzo*, nebot dle Bertrandova postulatu
(Véta 2) existuje vzdy mezi n a 2n néjaké prvocislo (samoziejmé pro n > 2).

Uplné perfektni by samoziejmé bylo, kdyby se ndm podaftilo nalézt n&jakou formulku, do
které bychom dosadili n a vypadlo by ndm n-té prvocislo. Bohuzel takovy vzorecek nemame.
Matematici se vSak snazili i o tvrzeni trochu slabsi, a to nalézt takovy vzorecek, ktery by
daval pro vsechna prirozend cisla prvociselny vysledek. Z historie nejznaméjsi jsou asi tzv.
Fermatova a Mersennova prvoéislal . Zastavme se u prvnich z nich.

Asi tak kolem roku 1640 vyslovil slavny Pierre Fermat domnénku, ze pro kazdé n € Ny
je Fn = 22" 41 prvodislo. Skuteéné, pro ¢isla n = 0,1,2,3,4 je tato hypotéza pravdiva.
Bohuzel vsak posloupnost Fj, se zvétsujicim se n velice rychle roste, coz provérovani této
hypotézy pfimym vypocltem znacné znesnadinuje. Proto az témér o sto let pozdéji Leonhard
Euler ukézal, ze se Fermat spletl (!) a e jiz ¢islo F5 je ¢islo slozené?, konkrétné, ze 641|Fs.

Pokud trosicku slevime z nasich pozadavkd a budeme hledat vzorecek, ktery casto dava
prvoéislo, stoji za zminku naptiklad polynomy z2 + z + 17, resp. 2 + = + 41, které po fadé
nabyvaji prvociselnych hodnot pro z =0,1,...,15, resp. x =0,1,...,39.

Abychom néjak presnéji vystihli rozlozeni prvocisel, definujeme funkci 7. Pro pfirozené
¢islo n jeji hodnota m(n) oznacuje pocet vSech prvoéisel mensich nebo rovno n. Funkce 7 je
zfejmé neomezend a neklesajici, zajimavou otazkou vSak je, jak rychle tato funkce vlastné
roste. Na konci minulého stoleti (1896) dokazali francouzsti matematikové Jacques Hadamard
a Charles Jean de la Vallée-Poussin vztah :

IR L (PNT)
n— oo n
Tento vztah ndm v postaté fika, ze funkce m roste ,priblizné“ stejné rychle jako funkce ..
Jak je to splnéno pro mald n uvadi nésledujici tabulka :

10 4 4 2.5
102 25 22 4.0
103 168 145 6.0
104 1229 1086 8.1
10° 9592 8686 10.4
108 78498 72382 12.7
107 664579 620421 15.0
108 5761455 5428681 17.4
10° 50847534 48254942 19.7
1010 455052512 434294482 22.0

T Mersennova prvodisla jsou prvoéisla tvaru 2 —1. Snad posledni objevené prvoéislo tohoto
typu je 22976221 _ 1 které ma 895932 ¢&islic. (Gordon-Space, 24.8.1997)
fPro zajimavost ukdzeme jeden znaéné trikovy postup, jak se d4 nahlédnout, ze 641|Fs.
Zfejmé 641 = 24 +5% = 5.27 + 1, proto 2% = 641 — 5% a 232 = 24.228 = 641.228 —(5.27)% =
641.228 — (641 — 1)* = 641 -k — 1, coz dava nés vysledek.
10



V poslednim sloupecku nasi tabulky je uveden podil ﬁ Kdyz si zkusis spocitat rozdil
dvou po sobé jdoucich ¢lent v tomto sloupci, vyjde Ti pfiblizné ¢islo 2,3. Pokud si nyni uvédo-
mis, Ze In 10 je roven priblizné tomuto cislu, snadno nahlédnes, jak muzeme dospét ke znéni
tvrzeni (PNT). (Uvedenou poucku jako hypotézu zformuloval uz francouzsky matematik
Adrian-Marie Legendre na po¢atku minulého stoleti.)

S prvodisly souvisi samoziejmé mnoho dalsich hypotézt, o kterych se zde z nedostatku pfi-
déleného prostoru nemutzeme zminit, ale uvedme zde jesté jedno zajimavé, ale tézké Tvrzeni,
které dokazal némecky matematik Peter Gustav Lejeune Dirichlet :

Tvrzeni : Jsou-li a, b nesoudélna prirozena c¢isla, pak posloupnost a + n - b, kde n probiha
vSechna prirozena cisla, obsahuje nekonecné mnoho prvocisel.

Zkuste si sami za cvi¢eni dokazat toto Tvrzeni pro cisla tvaru 4n 4+ 3 a 6n + 5. To neni
tak tézké, staci mirné modifikovat ptvodni Eukleiduv dikaz nekonecnosti po¢tu prvocisel.

Dokézat nékteré hypotézy okolo prvocisel se dodnes nepodarilo, u jinych jsou dikazy
znacné€ obtizné, kazdopadné elementarnimi prostiedky lze dokazat na zadkladé Lemmatu nize
uvedené dvé véty, které nadm o rozlozeni prvocisel davaji také jistou informaci.

Lemma : Necht n > 1. Pak
. 2 2
) 2" < () <20
.. n
G II »l(3)

n<p<2n
(ili) Necht r(p) sphiuje p"(®) < 2n < p(®)+1 pak (2:)| ![ pr(®)
p<2n
(iv) Pokudn > 2 a2n/3 <p<mn, pakp X(i:‘)
v) Il p<4an
p<n

Toto Lemma bude ndm nastrojem k dikazu dalsich vét. PovSimnéme si samotného bodu
(v). Ten mé také pro nés jistou hodnotu. Rikd ndm, #e mezery mezi prvocisly nemohou byt
prili§ malé. Snadno z bodu (v) by se Ti mohlo podafit dokdzat, Zze v pfirozenych cislech
existuje libovolné dlouhy tusek bez prvocisel, coz bylo jiz vyse ukazano trikem z faktorialy.
Véta 1: Pokud n > 1, pak =+— < 7(n) < 1?1_7:1'

8Inn
Tato véta ndm tvrdi, Ze existuji takové konstatny a, b, ze plati a - % < m(n) <b- o
a ze je lze volit jako a = %, b = 6. To jsou konstanty trochu nadsazené a daji se déle
zlepSovat. Vysledek tohoto typu (s lepsimi konstantami) dokazal v poloviné minulého stoleti

rusky matematik Pafnutij Lvovi¢ Cebysev.
Véta 2 (Bertranduv postulat) : Pokud n € N, pak existuje prvocislo p spliujicin < p < 2n.

Ze svych vysledkt tykajicich se odhadt funkce m(n) ho odvodil Cebysev. Ditkaz pomoci
vyse uvedeného lemmatu je od Erdose.

TGoldbachova hypotéza, Riemannova hypotéza, problém prvodiselnjch dvojcat, vyskyt
prvocisel v intervalech, ...
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