Prvociselné vzorce
| Vita Kala

Prvodisla jsou jednim ze zakladnich pojmu teorie ¢isel. Hodnoty prvnich nékolika
naznacuji, ze se jejich rozmisténi mezi prirozenymi ¢isly nevyznacuje zadnou jednodu-
chou zakonitosti. Nabizi se tedy otazka, zda jsou prvocisla rozmisténa zcela nahodile,
anebo zda je mozné jejich hodnoty vyjadrit néjakou jednoduchou funkci. Pomérné
dobrou funkei je t¥eba 22 — z + 41, nabyvajici pro viechna = € {-39,-38,...,39,40}
prvociselnych hodnot. Je ale jasné, ze pro x = 41 jeji hodnota prvocislem neni, také
pro x = —40 je z? — x4+ 41 = 412

Timto problémem se zabyvali mnozi slavni matematici — napfiklad Pierre de
Fermat se domnival, ze vSechna ¢isla tvaru Fp, = 22" 41 jsou prvocisla. Je totiz
Fy =3, Fy =5, Fp =17, F3 = 257 a Fy, = 65537, coz jsou vSechno prvocisla, ale
Fy = 4294967297 = 641 - 6700417. Cisla F,, se nazyvaji Fermatova ¢&isla; zajimavosti
je, ze dosud nebylo objeveno zadné dalsi Fermatovo prvocdislo.

Prvociselnym vzorcem budeme rozumét libovolnou funkci, ktera pro vsechna pii-
rozena cisla nabyvéa prvociselnych hodnot. Uz vime, ze 22" 4 1 nenf prvociselnym
vzorcem; na prednasce dokazeme, ze mnohé dalsi funkce nejsou prvociselnymi vzorci,
ale také si jeden predvedeme.

Béhem prednasky budeme pouzivat nékterych znamych tvrzeni z teorie ¢isel, s ni-
miz se muzes sezndmit na mé prednasce o teorii ¢isel.

Mnohocleny
Lemma. At je P(x) mnohoclen s celo¢iselnymi koeficienty a at jsou a a b celd ¢isla.
Pak (a — b)|(P(a) — P(b)) a P(a)|P(a+ bP(a)).

Véta. Bud P(z) nekonstantni polynom s celo¢iselnymi koeficienty. Pak P(xz) neni
prvociselnym vzorcem.

Déle se budeme zabyvat linedrnimi dvojéleny. O nich vypovidd mimo jiné znamé
Dirichletova véta, kterou ale nebudeme dokazovat. Jeji dikaz je totiz znacné neele-
mentarni a slozity.

Véta. (Dirichletova) Méjme linedrni dvojélen P(z) = ax + b, kde a € N, b € Z
a (a,b) = 1. Potom je P(x) prvodislo pro nekoneéné mnoho hodnot x.

Definice. Méjme polynom P(z) s celo¢iselnymi koeficienty. MnoZinu
{z;z € N,Vn e NVk € Z\O: x # n+ kP(n)}
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nazyvame netrivialnim definiénim oborem P(xz); obdobné mnozina
{zr;2 € N,Ine NIk cZ\0: 2 =n+kP(n)}

sluje trividlni defini¢ni obor. Hodnotu mnohoélenu v bodé z (ne)trividlniho definiéniho
oboru nazyvame (ne)trividlni hodnotou polynomu.?

7 vyse uvedeného lemmatu vyplyva, ze mezi trividlnimi hodnotami libovolného ne-
konstantniho mnohoclenu je nekone¢né mnoho slozenych ¢isel. Nabizi se tedy otazka,
jak je tomu s hodnotami v netriviadlnich bodech. Tu pro linearni dvojéleny zdhy zod-
povime, k dikazu ale budeme potiebovat nékolik pojmii.

Definice. At je n pfirozené &islo. Celé &islo p nazveme prvocislem v Zy, pravé tehdy,
kdyz mé kongruence ab = p (mod n), kde a a b jsou celd ¢isla, pouze takova FeSeni,
e a =1 (mod n) nebo b =1 (mod n).

Véta. Bud n piirozené ¢islo. Cislo p € {0,1,...,n — 1} je prvoéislem v Zp pravé
v téchto pripadech:

ajn=1ap=0,

b)n=2ap=1,

c)n=3ap=2,

dn=4ap=3,

e)n==6ap=>=5.

Véta. Méjme nekonstantni linedrni polynom P(x) s celociselnymi koeficienty. Jeho
netrivialni defini¢ni obor je konecny pravé tehdy, kdyz je hodnota dvoj¢lenu pro néjaké
pfirozené ¢islo rovna +1 nebo je P(x) = 4x — 4u — 2 pro néjaké pfirozené wu.

Véta. At je P(x) nekonstantni linedrni dvojélen s celodiselnymi koeficienty, naby-
vajici nekonecné mnoha netrivialnich hodnot. Jeho vsechny hodnoty v netrivialnich
bodech jsou prvocisla tehdy a jen tehdy, kdyz nastava néjaky z nasledujicich pfipadu:

2Pojmy netrividlni a trividlni definiéni obor a hodnota jsem si vymyslel jen pro ucely
hratek s prvociselnymi vzorci, nejde tedy o zadné bézné nazvy, které bys mohl jen tak pouzivat
tieba v MO a ocekévat, ze je opravujici budou znat.
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Funguijici prvociselny vzorec

Zahy si uz néjaky prvociselny vzorec predvedeme, napied ale par uzite¢nych ozna-
Ceni: py budeme znacit n-té prvocislo (tedy p1 = 2, p2 =3, p3 =5, pa =7, ... )
a II(n) bude pocet prvoéisel nepfevysujicich n (II(1) = 0, II(2) = 1, II(3) = II(4) = 2,
II(5) = II(6) = 3, ... ). Pak zfejmé plati II(pn) = n. Taky se ndm bude hodit, ze
pn < 4", coz na predndsce samoziejmé dokaZeme.

Nyni tedy prichazi slibované véta, jez dokonce predstavuje pfimo vzorec pro vy-
pocet n-tého prvocisla (i kdyz je bohuzel prakticky zcela nepouzitelna :-().

Véta. Méjme prirozené ¢islo n. Oznac¢me

f@):{m%MJ agm)=1-| L .

n r+1

Pak je
4n

m=te o[ omm))
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