Problémy z teorie cisel
| Radek Erban

Teorie ¢isel je jednou z nejstarsich ¢asti matematiky. Snad jen geometrie by ji v tomto
ohledu mohla konkurovat. Proslula je pfedevsim spoustou otevienych problémii, mno-
ulohédch je, ze u mnoha z nich (alesponi u vétsiny téch nejslavnéjsich) neni jejich
formulace viubec obtizna a daji se jednoduse vysvétlit komukoli, kdo k matematice
alespon trochu pricichl. V nasledujicim textu se pokusim o nékterych téch slavnéjsich
(a jejich historii) zminit a aspon trochu ukézat, kam béhem let jejich feSeni pokroéilo.

Velka Fermatova véta

Zac¢néme trochou historie. Roku 1621 bylo pfelozeno do latiny dilo feckého matema-
tika Diofanta. PTi jeho studiu si slavny francouzsky matematik Pierre de Fermat na
okraj knihy ucinil spoustu poznamek, které pozdéji uverejnil jeho syn. Mezi nimi je
téZ obsazena tzv. velkd Fermatova véta (anglicky , Fermat’s last theorem*), podle niz
rovnice 2" + y" = 2" nema FeSeni v pfirozenych é&islech z,y, z,n pro n > 2. Fermat
si poznamenal toto tvrzeni na okraj vedle Diofantovy véty: , Dvojmoc rozloZit v sou-
cet dvou jingch dvojmoci.“ v tomto tvaru: ,,Je vsak nemozné rozloZit troymoc ve dvée
trojmoci nebo ¢tyrmoc ve dvé ctyrmoci a obecné mocninu stupné vyssitho nez druhého
ve dvé mocniny s tymiZ exponenty; objevil jsem skutecné podivuhodny dukaz tohoto
turzent, avsak tento okraj je prilis maly, neZ aby jej mohl pojmout.“ Béhem dalsich
vice nez 350 let tento problém matematikim odolaval. Podarilo se ho sice rozfesit
pro néjakad n, ale obecny dikaz nebyl podan. Veliké tusili tomuto problému vénoval
naptiklad némecky matematik Ernst Kummer, jehoz tato tloha vedla k vytvoreni te-
orie tzv. idealnich ¢isel (1847). Na pfelomu stoleti dokonce jeden matematik-amatér
odkézal znacné jmeéni tomu, kdo tento problém rozlouskne. Definitivni dikaz vSak
podal az anglicky matematik Andrew Wiles, ktery v ¢ervnu 1993 predvedl pred zraky
padeséati specialistd na teorii ¢isel diitkaz této véty béhem tii prednasek na Newton
Institute v Cambridgi. P¥i detailngjsim zkouméni odborniky byly v tomto dikazu
objeveny néjaké nedostatky, které se vsak Wilesovi podarilo pozdéji doresit.

Goldbachova hypotéza

Hned dva problémy nesou oznaceni Goldbachova hypotéza. Predné se jedna o do-
mnénku, ze kazdé liché ¢islo vétsi nez 5 lze napsat jako soucet tii prvocisel. Neni
tézké ovérit, ze tomu tak skutecné je pro mald liché ¢isla, napiiklad: 7 = 2 + 2 4 3,



Radek Erban: Problémy z teorie Cisel

9=3+3+3, 11 =3+3+5,13=3+5+5,15=25+5+45, atd. Slavny rusky
(vlastné sovétsky) matematik I. M. Vinogradov v roce 1937 dokézal, Ze existuje takové
pfirozené ng, Ze pro vSechna n > ng pozadovany rozklad existuje. Doposud vsak neni
znamo, jak je vlastné ¢islo ng velké.

S timto problémem souvisi téz otazka, zda-li lze kazdé sudé Cislo vétsi nez 2
napsat jako soucet dvou prvocisel — taktéz byva nazyvana Goldbachovou hypotézou.
Zde opét snadno ovéfime, ze pro mala suda ¢isla pozadovany rozklad najdeme, na-
piiklad 4 =2+4+2,6=3+4+3,8=3+5,10 =5+ 5= 3+ 7, atd. Na pocitacich byly
samoziejmé uvedené hypotézy provéreny pro mnohem vice prirozenych cisel. U této
otazky je dobré podotknout jeji souvislost s predchozim problémem. Pokud bychom
dokazali, ze kazdé sudé cislo vétsi nez 2 lze vyjadrit ve tvaru sou¢tu dvou prvocisel,
pak libovolné liché ¢islo mizeme psat ve tvaru 3 + n, kde n je sudé, a proto kazdé
liché ¢islo 1ze vyjadrit ve tvaru souctu tii prvocisel.

Prvociselna dvojcata

Pokud se ¢lovék podiva na libovolnou tabulku prvocisel, nalezne tam mnoho part pr-
vocisel p, q, takovych, ze ¢ = p+ 2. Takovéto dvojice se nazyvaji prvociselna dvojcata.
Prikladem mohou byt dvojice 3,5; 17,19; 881,883; 10%+7,10% 4 9; resp. z téch
trochu vétsich 1691232 - 1001 - 104020 — 1, 1691232 - 1001 - 10402 4 1. Stale otevienym
problémem zustava, zda-li je prvociselnych dvojcat konecné, ¢i nekonec¢né mnoho.’
Tento problém lze samoziejmé dale rozsifovat, naptiklad, zda-li existuje nekonecné
trojic prvocisel p,q,r tak, ze ¢ = p + 2,7 = p + 6, ¢ prvociselnych étyicat (definici
tohoto pojmu snad ¢tenai snadno odhadne sdm) . ...

Fermatova prvocisla

Asi tak kolem roku 1640 vyslovil Pierre Fermat domnénku, Ze pro kazdé n € Ny je
Fn = 22" +1 prvodislo. Skute¢né, pro ¢isla n =0, 1,2, 3,4 je tato hypotéza pravdiva.
Bohuzel vsak posloupnost Fy, se zvétsujicim se n velice rychle roste, coz provérovani
této hypotézy pfimym vypoctem znac¢né znesnadiiuje. Proto az témér o sto let pozdéji
Leonhard Euler ukézal, ze se Fermat spletl (!) a Ze jiz ¢éislo Fy je Cislo sloiené2,

1D4 se ukdzat, ze kdyz s¢itdme pirevracené hodnoty vsech prvodéisel, pak tento soudet
roste nade vSechny meze, tj. formalné zapsano %Jr % + % + % + 1—11 + 1—13 +--- = 00, naproti tomu,
sCitame-li prevracené hodnoty jen prvociselnych dvojcat, blizi se tyto soucty ke koneénému
¢islu. To by ndm mohlo napovidat, ze prvociselnych dvojcat je ,,v jistém smyslu“ o dost méné
nez prvocisel samotnych.

2Pro zajimavost ukazeme jeden znaéné trikovy postup, jak se da nahlédnout, ze 641|F5.
Zejmé 641 = 2% 4+ 5% = 5.27 + 1, proto 2% = 641 — 5% 2 232 = 24.228 = 641.228 — (5.27)% =



Maridnska '98

konkrétné, ze 641|F5.

Pro prvodisla tvaru 22" 41 se vzl na pamét slavného Fermatova omylu na-
zev Fermatova prvocisla. Dodnes neni rozfeseno, zda-li jich je kone¢né, ¢i nekonecné
mnoho. Poznamendm zde jen, ze pro 5 < n < 23 jsou (¢isla tohoto tvaru slozena a
zadné Fermatovo prvocislo pro n > 23 nebylo dosud objeveno.

Zminim se zde jesté o jedné zajimavé souvislosti Fermatovych prvocisel, kterou
dokazal slavny némecky matematik Carl Friedrich Gauss a ktera se tyka od starovéku
zkoumaného problému konstrukce pravidelnych mnohothelnikt pravitkem a kruzit-
kem. Takze, pravidelny mohothelnik je takto konstruovatelny, pravé kdyz pocet jeho
vrcholu je roven &islu v = 2kp1p2 ...pn, kde p1,p2,...,pn jsou navzajem riuznd Fer-
matova prvocisla, k,n nezdporna cela ¢isla a v > 3. Z této véty napriklad vidime,
ze pravidelny sedmithelnik jen s pomoci pravitka a kruzitka nezkonstruujeme, ale
pravidelny sedmnactithelnik ¢i dvéstépadesatisedmithelnik zkonstruovat jdou.

Mersennova prvocisla a dokonala cisla

Mersennova prvodisla jsou prvodisla tvaru 2™ — 1. Jméno dostala podle francouzského
matematika Martina Mersenna. Doposud neni rozhodnuto, zda-li jich je konecné,
nebo nekone¢né mnoho. Posledni objevené prvocislo tohoto tvaru je ¢islo 23021377 _q
Dtkaz, ze je to skutecné prvocislo, byl ukoncen dne 27. ledna 1998. Pro zajimavost,
toto ¢islo ma 909526 cifer a jen zavérecny test trval 46 dni na pocitaci s Pentiem II
(200 MHz).

Celkem jednoduse se da ukazat souvislost mezi Mersennovymi prvodcisly a tzv.
dokonalymi ¢isly. Dokonalé ¢isla jsou cisla, ktera se rovnaji sou¢tu svych vlastnich
déliteli, prikladem mohou byt ¢isla 6, 28, 496, ... , nebot 6 = 1+2+3,28 = 1+2+4+
7414, . ... Plati véta, e sudé &islo je dokonalé pravé tehdy, je-li tvaru 2"~ 1(2" — 1),
kde n > 1 a 2" — 1 je (Mersennovo) prvocislo. Tj. sudych dokonalych ¢isel zname
presné tolik, kolik zname Mersennovych prvocisel. Nadale otevienym problémem vsak
zustava otazka existence lichych dokonalych ¢isel. Doposud nebylo zadné objeveno,
ani nebyl nalezen diikaz jejich neexistence.

Cokoladovy problém

Existuje samoziejmé mnoho dalsich problému v teorii ¢isel, které jsou natolik slavné,
ze by se je sluselo zminit v tomto vy¢étu — Riemannova hypotéza, Waringiv problém,
rozlozeni prvocisel v intervalech, ... , z nedostatku mista vSak na né jiz nemuze dojit.

641.228 — (641 — 1)* = 641 - k — 1, coz dava nas vysledek.

10



Radek Erban: Problémy z teorie Cisel

Na zavér jsem se radéji rozhodl zaradit problém, ktery moznd neni tak slavny, ale
celkem mé zajima a za jehoZ vyfeSeni vypisuji cenu 1kg €okolady dle vybéru resitele.

Kazdy si snadno ovéfi, ze plati tyto pozoruhodné vztahy: 32442 = 52, 334434
53 = 63. Prvni otdzka, ktera ¢loveka tak napadne, je, zda-li je to ndhoda, nebo tyto
rovnosti vyjadiuji néjakou skrytou zakonitost. Nad tim se téZz mizes zkusit zamyslet,
ale pro samotnou formulaci ¢okoldadového problému nam bude stacit jen rovnice druha,
tj. vztah:

3% 4+ 4% +5° =6

Tato rovnost je piikladem toho, Ze existuje trojice po sobé jdoucich prirozenych ¢isel,
jejichz soucet tfetich mocnin je roven opét tfeti mocniné pfirozeného cisla. Moje
otazka je, zda-li existuje jesté néjaky jiny priklad podobné rovnosti, tj. presnéji mi
jde o pocet feSeni diofantické rovnice

(a—1)°+d®+ (a+1)* =n’.

Jednim feSenim jest a = 4, n = 6 dle naseho vychoziho vztahu. Existuji vSak i néjaka
jina Feseni?

Poznamka. Tento problém mé téz zaujal i tim, Ze snad ten nejpfirozenéjsi postup na
jeho FeSeni (tj. ten, ktery mé prvni napadl) vede postupné k diofantickym rovnicim
tvaru 22 = y3 + k, kde k je celé cislo. To jsou rovnice samy o sobé zajimavé a
nazyvaji se Mordellovy rovnice. Byla pro né vybudovana jistd teorie, na které je
celkem pozoruhodné, ze dava, co se tyce feSitelnosti, jistou vyjimecnost Mordellové
rovnici pro k = —432. Samotna rovnice 2? = y3 — 432 ma i to kouzlo, Ze se v této
teorii ,musi brat zvlast“ a d4 se ukazat, ze vyTesit ji je problém ekvivalentni dikazu
velké Fermatovy véty pro ¢islo n = 3.
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