Problém cCtyr barev

FiLip HLASEK

ABSTRAKT. Sezndmime se s jednim z nejslavnéjsich problému 20. stoleti a povime
si také néco o jeho Feseni.

Véta. (O étyfech barvach) K obarveni libovolné mapy tak, aby Zadné dva sousedici
staty nebyly obarveny stejnou barvou, staci ¢tyri barvy.

Pocatky tohoto problému datujeme do roku 1852, kdy se Francis Guthrie pokousel
obarvit mapu anglickych stat a vSiml si, Ze mu Cty¥i barvy skutecné staci. Nastolil
tehdy otazku, zda to plati pro kazdou mapu, a zanedlouho se tento problém dostal i
ke slavnému britskému matematikovi De Morganovi. Prvniho ,dikazu® se ale véta
dockala az v roce 1879 od sira Alfreda Bray Kempe a hned nésledujici rok od Petera
Guthrie Taita. Oba dukazy cekaly na vyvraceni dlouhych jedenact let. Dalsi vazné
pokusy pfisly az téméf za 50 let a prvni potvrzeny dikaz byl podédn Appelem a
Hakenem roku 1976. Vétsina jejich diikazu byla provedena na pocitac¢i. Na pfednasce
si zkusime nékteré dikazy vyvratit a naopak si ukazeme, co muize pii dokazovani
fungovat.

Tvrzeni. V kazdé mapé existuje stat, ktery ma nejvyse pét sousedii.

Dukaz. Budeme uvazovat rovinny graf, kde kazdy vrchol reprezentuje jeden stat a
hrana mezi dvéma vrcholy znamené, Ze spolu staty sousedi. Z Eulerovy formule pro
rovinné grafy plyne

v+ f=e+2,
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kde v je pocet vrchold, f je pocet stén a e je pocet hran v grafu. Pro spor déle
predpokladejme, Ze kazdy stat ma alespon 6 sousedu, neboli e > 67” = 3v. V zaddném
rovinném grafu ale nemize byt vice nez 2v — 2 stén (tolik jich je v triangulaci), tedy

Jv>v+2v—2>v+ f=e+2>3v+2> 3v,

coz je hledany spor.

Definice. (Obtazeni) Nazyvejme AB-obtaZeni v mapé obarvené ¢tyfmi barvami
sjednoceni vSech hranic stat obarvenych barvou A a vSech hranic stata obarvenych
barvou B kromé hranic mezi staty obarvenymi témito barvami.

Napriklad zelenomodré-obtazeni v néjaké mapé je obtazeni vSech zeleno-modrych
regionu stati. Kazdé takové obtazeni obsahuje vsechny vrcholy v mapé a jedna se
v podstaté o mnozinu cykld. Vsechny takové cykly musi mit sudou délku.

Tvrzeni. Pokud v mapé existuje mnozina cykli sudych délek, ktera obsahuje
vSechny vrcholy, tak je mapa obarvitelna ¢tyrmi barvami.

Cvicéeni. Existuje v kazdé mapé cyklus sudé délky obsahujici vSechny vrcholy?
Dale se pokusime problém zjednodusit. Méjme mapu obarvenou ¢tyfmi barvami
A, B, C' a D. Riaznymi barvami obarvime ty hrany, které jsou v AB-obtaZeni, ty,
které jsou v AC-obtazeni, a ty, které jsou v obou obtazenich. Kazd4 hrana tak
bude mit jednu ze tfi barev a zadné dvé sousedni hrany nebudou mit stejnou barvu.

Jiné formulace zadaného problému je, zda hrany kazdé mapy umime obarvit tfemi
barvami tak, aby hrany, které maji spoleény vrchol, nemély stejnou barvu.

Podékovani

Dékuji Mirku Olsakovi za vSechny jeho naméty a postiehy k tomuto tématu.
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