Princip inkluze a exkluze
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ABSTRAKT. Ukazeme si princip inkluze a exkluze a jeho aplikace pfi feSeni nékte-
rych kombinatorickych tloh. Podivame se i na tu asi nejzndméjsi — problém zmatené
Satnarky.

Pro pfibliZzeni tématu prednasky za¢néme motiva¢nim prikladem.

Priklad. Ve mésté funguji 2 sportovni kluby. Fotbalovy klub méa 12 ¢lent, tenisovy
klub 9. Pritom 3 fotbalisté hraji i tenis. Kolik osob celkem je ¢lenem néjakého klubu?

Reseni. Pokud secteme pocty ¢lentl v jednotlivych klubech, dostaneme ¢islo 1249 =
21. To ale neni odpovéd na nasi otazku, nebot kazdého, kdo je ¢lenem obou klubii,
jsme zapocitali dvakrat. Musime tedy odecist pocet lidi, ktefi jsou ¢leny obou klubi
zaroven. Hledany pocet tak je 21 — 3 = 18.

Pri feseni predchoziho ptikladu jsme si uvédomili, ze pro velikost sjednoceni dvou
kone¢nych mnozin A, B plati:

|AUB| =|A|+|B|—|ANB|.
Zkusme vytesit stejnou tlohu pro 3 kluby.

Priiklad. Msésto z predchoziho ptikladu zaloZilo jesté volejbalovy klub. Pfihlésilo
se do négj 15 lidi, z toho 4 fotbalisté, 3 tenisti a jeden fotbalista—tenista.

Podobnou tvahou jako predtim lze dospét ke vzorci pro 3 mnoziny:
[AUBUC| =|A|+|B|+|C|—|ANB|—|BNC|—|CNAl+|ANnBNC|.

Takto 1ze pokracovat pridavanim dalSich a dalsich mnozin. Zobecnéni vzorce pro
n mnozin se nazyva Princip inkluze a exkluze (zkracené PIE).



PRINCIP INKLUZE A EXKLUZE
Tvrzeni. (Princip inkluze a exkluze) Budte Ay, ..., A, konetné mnoziny. Potom
plati nasledujici vztah:
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Alternativné lze vztah zapsat takto:
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Cviceni. Uvédomte si, ze oba tvary zapisu PIE fikaji totéz.
Par priklada
Priklad 1. Z ¢isel 1,2,...,1000 vyskrtame vSechny nasobky 3, 5, 7, 42. Kolik jich

zustane?

Priklad 2. Urcete pocet zpusobi, jak lze obarvit poli¢ka tabulky 3 x 3 cervené,
zluté a modre tak, ze kazd4 barva je pouzita pravé tfikrat a navic zadny fadek
ani sloupec neni jednobarevny. (Obarveni lisici se pouze otoc¢enim povazujeme za
riizn4.) (MKS 27-5-4)

Priklad 3. Kolika zpusoby lze sefadit pismena A, E, K, L, P, O, R, S, V tak, ze
po vynechéni nékterych pismen nevznikne ani jedno ze slov PRASE, PES, LAK?

Zapeklitéjsi problém

Uloha. (Problém $atnaiky) Na shromazdéni piijde n pant. Kazdy z nich si odlozi
svlij klobouk v Satné. Pfi odchodu Satnarka diky své nezmérné roztrzitosti vyda
kazdému z pant jeden ndhodné vybrany klobouk. Jaka je pravdépodobnost, ze zadny
pan nedostane zpét od Satnarky svij vlastni klobouk?

K vyfeseni tlohy je vhodné zavést si nasledujici pojmy.

Definice. Permutace mnoziny {1,...,n} je vzijemné jednozna¢né zobrazeni
m{l,...,n} = {1,...,n}.

Definice. Pevnyg bod zobrazeni 7 je takové x, ze 7(x) = x. (Neboli bod, ktery se
zobrazi sam na sebe.)

Uloha. (Satniika o¢ima matematika) Kolik permutaci mnoziny {1,...,n} nema
pevny bod?
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Dalsi priklady
Priklad 4. V roviné je trojihelnik a dvé rizné kruznice. Kolik maximalné bodu
se muze nachazet na prusec¢iku alespon dvou utvara?

Priklad 5. Jakd je pravdépodobnost, Ze 4 ndhodné vytazené hraci karty obsahuji
eso?

Priklad 6. Najdéte pocet nezapornych celodiselnych feseni rovnice
T, + To + 3+ T4 = 18

takovych, ze 1 <4 a xo < 7.

Priklad 7. Chceme postavit n manzelskych pari do fady tak, aby nikdo nestéal
vedle svého partnera. Kolik méme moznosti?
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