Priklady z teorie Cisel
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ABSTRAKT. Prispévek ukazuje ruznorodé tézké ulohy z teorie Cisel vyuzivajici ne
zcela standardni zndmé véty.

Nejprve priklad na praci s odhady.
Priklad 1. Jakych hodnot nabyvé posloupnost

1
an = Ln—i—\/ﬁ—l—iJ?

Pak procviceni prace se zbytky.

Priklad 2. Necht ¢(k) je nejvétsi lichy délitel k. Najdéte vSechna pfirozend a ta-
kové, ze existuje pfirozené n, pro které jsou vsechny vyrazy

ttn+a)—t(n), ttn+a+1)—tn+1), ..., t(h+2a—-1)—t(n+a—1)
délitelné 4.

Tady budeme potiebovat trochu teorie o cyklotomickych polynomech — pokud 3 1 n,
pak 22 + x4+ 1|22 + 2" + 1.

Piiklad 3. Pokud je 4™ 4+ 2™ + 1 prvodislo, pak je n mocnina trojky. Dokazte.
Véta 4. Pro libovolné éislo k € N existuje v posloupnosti 2™ ¢len ve tvaru k. . ..
K dikazu této véty budeme potfebovat znamé tvrzeni.

Tvrzeni 5. Mnozina {{an} | n € N} je hustd na intervalu (0, 1), pokud je « ira-
cionalni ¢islo.

Poznamka 6. {x} znacime desetinnou ¢ést ¢isla x, tedy = — [z].

Ted uz miiZzeme snadno vyfFesit ndsledujici lohu.

Priklad 7. Na tabuli je napsano ¢islo 2010. V kazdém kroku mtzeme bud éislo
vynasobit dvéma, nebo umazat posledni cifru. Dokazte, Ze

(a) po koneéné mnoha krocich miZze byt na tabuli ¢islo 2008,
(b) po kone¢né mnoha krocich mize byt na tabuli libovolné ¢islo.

Zde budeme potifebovat tvrzeni, ze fad prvku mod p déli p — 1.
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Priklad 8. Bud p prvodislo a n, g pfirozena Cisla takovd, ze ¢ | (n + 1)P — nP.
Ukazte, ze p | ¢ — 1.

V dalsim piikladu budeme potiebovat Cinskou vétu o zbytcich a Dirichletovu vétu.

Piiklad 9. Nazvéme n suprové, pokud existuji a, b, ¢ tak, Ze
n = (b, ¢)(a,be) + (¢, a)(b, ca) + (a,b)(c, ab).

Dokazte, ze

(a) existuje 2011 po sobé jdoucich suprovych éisel,

(b) existuje libovolné mnoho po sobé jdoucich suprovych &isel.
Zde (a,b) znadi nejvétsi spoleény délitel ¢isel a, b.
Tady si ptij¢ime téleso velikosti 4.

Priklad 10. Pokud existuje posloupnost a,, pfirozenych ¢isel, splitujicich

an—1+n"
Qn = )
n

pak 3|k — 2.
V obou nésledujicich prikladech vyuzijeme vzorecku pro nize definovanou funkci 7.

Pfiklad 11. Necht 7(n) znaci pocet déliteld n. Najdéte FeSeni rovnice

pro celd éisla m, n. (IMO-98-3)

P¥iklad 12. Pokud 7(a) = 7(b) a 7(a?) = 7(b?), plati 7(a®) = 7(b%)?
(MEMO-2012-T8)

Nasleduji dva priklady na Pellovu rovnici.

Piiklad 13. Pokud z(y + 1) a y(z + 1) jsou CGtverce, pak = nebo y je ¢tverec.
Dokazte.

Priiklad 14. Dokazte, Ze existuje nekonecné mnoho n takovych, ze p = nr, kde
p je polovina obvodu trojithelniku s celoc¢iselnymi stranami a r je polomér kruznice
tomuto trojihelniku vepsané.

Jeden piiklad na Lifting The Exponent lemma.

Piiklad 15. Najdéte vSechny dvojice pfirozenych ¢isel (m,n), které spliiuji
m? +2.3" =m(2"! —1).

Zajimavé vyuziti Hallovy véty.
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Priklad 16. Pfirozena ¢isla k a n spliiuji k& > n!. Dokazte, Ze existuji po dvou riizné
prvocisla p1, pa, . .. , Pn, které jsou postupné délitele ¢isel k+ 1,k +2,... ,k 4+ n.
Na zavér ptriklad na jednu trivialnéjsi vétu.

Véta 17. (Chicken McNugget theorem) Necht a, b jsou nesoudélng prirozen4 cisla,
pak vSechna ¢isla vétsi nez (a — 1)(b—1) se daji vyjadiit ve tvaru ka + lb pro néjaka
prirozena k, .

Priklad 18. Méjme n takové, ze 3 t n. DokaZte, Ze existuje pfirozené ¢islo m
takové, ze Yk > m lze k vyjadfit jako soucet cifer néjakého nasobku n.



