Pravidelnost mnohosténu
| Pitr Korcsok

ABSTRAKT. Prednaska mé za cil ukazat krasu pravidelnych a polopravidelnych
mnohostént a vysvétlit zdkladni pojmy z této oblasti. Taktéz se snazi naznacit
zékladni vztahy, které v mnohosténech a mezi nimi plati.

P1i pripravé svoji prenasky jsem se nechal velmi vyrazné inspirovat starsimi
pfispévkami Michala Hrocha (sbornik ze soustfedéni v Olsance 2006) a Roberta
Kaldyho (sbornik z Valdeku 2000), kterym na tomto misté dékuji.

Definice. (Mnohostén)  Mnohostén je koneénd mnozina mnohothelnikt, v niz
plati:
(1) Mnohothelniky se stykaji pouze na strandch nebo ve vrcholech.
(2) Kazd4 strana mnohotuhelnika se styka s pravé jednou stranou jiného mno-
hotihelnika.
(3) Pro kazdé dva mnohouhelniky existuje cesta mezi jejich vnitiky.
(4) Pro kazdy vrchol V' plati, Ze existuje cesta mezi vnitiky stén k vrcholu V
prilehlych takovéa, ze neprochéazi vrcholem V.

Lemma. (Eulerova formule) Pro mnohostény plati
v+ f=e+2,

kde v je pocet vrcholi (vertices), s pocet stén (faces) a e pocet hran (edges).

Poznamka. S toutéz Eulerovou formuli (vztahem) se lze setkat i v teorii grafii a
fika, ze vySe uvedeny vztah plati pro kazdy souvisly rovinny graf. Lze také ukazat,
Ze pomoci stereografické projekce lze jakykoli konvexni mnohostén reprezentovat
rovinnym grafem.

Lemma. (Dalsi podminky pro existenci mnohosténu)
3f <2, 3v<2e.

Véta. (Steinitzova) Ke kazdé uspoiddané trojici prirozenych ¢isel (f,v,e], pro
které plati f +v =e+2, 3f < 2e, 3v < 2e, existuje konvexni mnohostén s poctem
stén f, vrcholi v a hran e.

Poznamka. Pokud bychom opét zabrousili do teorie grafii, tak zjistime, Ze plati
nésledujici véta. Pro libovolny vrcholové 3-souvisly rovinny graf G (tj. graf, ktery
po vymazani libovolnych 2 vrchola ziistdva souvisly) existuje konvexni mnohostén,
jehoz grafem je pravé G.

KL{GOVA SLOVA. mnohostén, Eulerova formule, Steinitzova véta, dualita, platénska télesa,
deltaedry, archimédovska télesa, romboedry
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Definice. (Dualita) Dualitou nazyvame vlastnost mnohosténd, Ze kazdému
z nich odpovida jeden dudini mnohostén, ktery ma vrcholy na misté stén mno-
hosténu ptivodniho, podobné stény misto vrcholi, pocet hran se neméni.
Priklad. Dokazte, Ze plati:
(1) Kazdy mnohostén obsahuje aspoii jednu sténu s méné nez Sesti vrcholy.
(2) f<2v-—-4.
(3) v<2f —4.
(4) e <3v—6.
(5) V kazdém mnohosténu existuje aspoii jeden vrchol, v némz se stykd méné
nez Sest hran.

Pravidelné mnohostény

Definice. (Pravidelny mnohostén)  Pravidelny mnohostén je mnohostén, jehoz
vSechny stény jsou navzdjem shodné pravidelné p-uhelniky (p > 3), takovy, ze
v kazdém vrcholu se styka stejny pocet g (¢ > 3) hran a stén. Takovéto mnohostény,
které jsou navic konvexni nazyvame téz platonskd telesa.

Poznamka. Podminku o stejném poctu hran a stén z pfedchozi definice muzeme
nahradit jednou z nasledujicich ekvivalentnich podminek
(1) v8echny jeho vrcholy lezi na jedné sféfe,
(2) vSechny jeho sousedni stény sviraji stejny thel,
(3) vSechny prostorové uhly tvofené vrcholem a sténami k nému pfilehlymi
jsou shodné.

Poznamka. (Rovnice pro platénska télesa) Vyjdéme z podminky pro pocet stén
sousednich s kazdym vrcholem a ozna¢me p pocet stran kazdé stény, ¢ poc¢et hran
stykajicich se v jednom vrcholu. Pak z Eulerovy formule vyplyva vztah

2pq
2(p+q) — pq

Lemma. Platénskych téles je pouze pét. Pravidelny ¢tyfstén, Sestistén (krychle),
osmistén, dvanactistén a dvacetistén.

Poznamka. (Dualita) MiZeme si vSimnout duality mezi krychli a osmisténem
a mezi dvanactisténem a dvacetisténem. Pravidelny ¢tyistén je dudlni sam k sobé.
Projevem této duality je i to, Ze stfedy stran kazdého pravidelného mnohosténu
urcuji pravidelny mnohostén duélni.

Polopravidelné mnohostény

V definici pravidelného mnohosténu pozadujeme, aby jeho stény byly navzijem
shodné pravidelné mnohotihelniky a vSechny vrcholy mély stejnou valenci — pocet
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hran/stén z néj vychézejicich. Budou-li nadéle v8echny stény konvexniho mno-
hosténu pravidelné mnohothelniky, mizeme pravidelnost porusit dvéma zpiisoby.
Bud dovolime rtiznou valenci vrchol nebo pouziti vicerych typi mnohostént.

Definice. (Deltaedry) Deltaedry jsou télesa, jejichz stény jsou navzajem shodné
rovnostranné trojuhelniky. Nemusi spliovat napt. podminku stejného poctu stén
kolem kazdého vrcholu.

Konvexnich deltaedrti je 8, 3 z nich jsou platénska télesa. Deltaedry vyhovuji
pintuitivnim® kritériim platénskych téles, ale nesplnuji zadnou z uvedenych doda-
tecnych podminek.

Definice. (Archimédovska télesa)  Archimédovskd télesa jsou mnohostény, je-
jichz stény jsou ne nutné stejné pravidelné mnohothelniky a jejichz vrcholy jsou
rovnocenné, tj. zaddné dva vrcholy nejdou odlisit.

Archimédovskych téles je 13 (platénskd télesa ani hranoly a antihranoly za né
nepovazujeme), nejvétsi z nich ma 96 stén. Kazdé archimédovské téleso lze repre-
zentovat kombinaci pravidelnych mnohothelnikti kolem jednoho vrcholu. Timto
1ze matematicky dokazat, ze zadné dalsi archimedovské téleso neexistuje.

Pokud nebudeme pozadovat rovnocennost vrcholi, stoupne pocet vyhovujicich
téles na 75, nepocitaje v tom hranoly a antihranoly, jichZ je nekonecné mnoho.

Uvazujme déle télesa, jejichz stény jsou shodné, ale ne nutné pravidelné mno-
hotihelniky. Méame dvé moznosti.

Definice. (Romboedry)  Stény romboedri tvoii shodné kosoétverce, jejichz dél-
ky thlopficek jsou v poméru 1 : /2.

Existuji dva pravidelné romboedry — dvanactistén a ¢tyfiadvacetistén.

Definice. (Nastavovand platénsks télesa) Na kazdé sténé télesa vztycime pra-
videlny jehlan, jehoz zakladnou je ptivodni sténa platonského télesa.

Protoze vyska onéch jehlanti mtze byt libovolna, mizeme pridat jesté jednu
omezujici podminku navic. Jedna moznost je pozadovat, aby stény byly rovno-
stranné trojuhelniky, druhd moznost je pozadovat stejné konvexni thly mezi sté-
nami. Druhé z nich je vyhodnéjsi v tom, ze vysledné téleso zustava vzdy konvexni,
tedy na néj mizeme rekurzivné pouzit stejny postup a tvofit pseudopravidelné
mnohostény 0 9- 3", 24 - 3™ a 60 - 3" trojuhelnikovych sténach.
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