Pravdépodobnostni metoda

MARTIN TOPFER

ABSTRAKT. Pravdépodobnostni metoda je zpusob dukazu existence kombinatoric-
kych objektt ,,pocitanim“. Navic pro mnoho dilezitych objektt je to jediny znamy
dukaz. Pouziti pravdépodobnosti ndm oproti pocitani moznosti nejen vypocet zjedno-
dussi, ale poskytne nam i pokrocilejsi techniky, jak potfebné odhady dokazat.

Pravdépodobnostni metodu pouzivame hlavné na dikaz existence néjakych ma-
tematickych objektt. Misto snahy o konstrukci (kterd mnohdy ani neni zndma4) se
pokusime najit néjaky postup vyuzivajici pravdépodobnost, o kterém dokazeme, ze
s nenulovou pravdépodobnosti uspéje. Z toho jiz nutné vyplyva existence hledaného
objektu.

Definice. FElementdrnim jevem nazyvame kompletni situaci, kterd nastala po na-
hodném procesu, tedy napriklad ,Na prvni kostce padla trojka, na druhé dvojka
a na treti trojka.“ Jevem pak nazyvame néjakou vlastnost takové situace, napfti-
klad ,,Na prvni kostce padlo sudé ¢islo.“ Pravdépodobnost, Ze jev A nastal zna¢ime
P(A). Symbolem A N B zna¢ime, Ze nastal jev A a soucasné nastal jev B, a AU B

znadi, Ze nastal jev A nebo nastal jev B. Nezdvislé jevy jsou takové, pro které plati
P(ANnB)=P(A)- P(B).

Tvrzeni. (Union bound) Necht A;, Ag,... A, jsou jevy (nemusi byt nezavislé).

Pak . .
P (U Ai> <Y P(4).

i=1 i=1

Priklad 1. V jazykové gkole se vyucuje 2n jazyki. Kazdy z 500 mistnich uciteli
umi mluvit alespon n jazyky. Dokazte, ze najdeme 14 nebo méné jazyku tak, aby
kazdy ucitel mluvil alespoini jednim z nich.

Reseni. Zvolme si ndhodnou 14-tici jazykt (uspofddanou, jazyky se mtuizou opa-
kovat) a pevného ucitele. Pravdépodobnost, Ze tento ucitel neznd prvni jazyk, je
nejvyse 1/2, stejné tak u druhého jazyku, atd. Celkem je tedy pravdépodobnost,
7e tento uéitel nezna ani jeden ze 14 jazykt, rovna 2. Za pomoci tvrzeni vyse
ziskdvame, Ze pravdépodobnost, Ze alespon jeden ucitel neznéd ani jeden z téchto
14 jazykd, je nejvyse 500 - 2714, Tedy pravdépodobnost, Ze vSichni ucitelé znaji
alespoii jeden z téchto 14 jazykd, je 1 — (500 - 271%) > 0. A nyni pi¥ichézi klicova
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myslenka pravdépodobnostni metody: Ma-li jev nenulovou pravdépodobnost, miize
nastat. Tedy opravdu existuje 14-tice jazykt takova, ze kazdy ucitel mluvi alespon
jednim z nich.

Priklad 2. Jsou ddna nesoudélnd pfirozend ¢isla m, n. Jaky je pocet cest po miizce
v obdélniku m x n z levého dolniho rohu do pravého horniho, které vedou jen doprava
a nahoru a jsou celé pod thloptickou? (MKS 26-5)

Priklad 3. Ve skupiné 90 déti mé kazdé alespoii 30 kamarada (kamarddstvi je
vzéjemné). Dokazte, Ze lze déti rozdélit do t¥i 30-¢lennych skupin tak, aby kazdé
dité mélo ve své skupince alespoii jednoho kamarada. ( MO 61-11T )

Priklad 4. Matematické soutéze se i¢astnilo 200 studenttt, kazdy z nich fesil Sest
uloh. Je znamo, ze kazdou tlohu spravné vyresilo alespon 120 studenti. Dokazte, Ze
muzeme najit dva studenty, ktefi dohromady vytesili vSechny tlohy. (IMC 2002)

Piiklad 5. Ukazte, Ze je mozné obarvit prvky mnoziny {1,2,...,1987} ¢tyfmi
barvami tak, aby neexistovala jednobarevna desetiprvkovéa aritmetickd posloupnost.
(IMO 1987)

Priklad 6. V roviné je dano 100 bodt v obecné poloze. Dokazte, Ze pocet ostro-
thlych trojihelnikt neptekracuje 70% pocétu vSech trojuhelniki. (IMO 1970)

Piiklad 7. (Dolni odhad na Ramseyova ¢isla) Dokazte, ze hrany tiplného grafu na
2k/2 yrcholech je mozné obarvit dvéma barvami tak, aby v nich nebyl Zadny aplny
jednobarevny podgraf na k vrcholech.

Priklad 8. V tabulce 100 x 100 jsou napsand ¢isla 1,2,...,5000, kazdé pravé
dvakrat. Dokazte, Ze je mozné vybrat 100 ¢isel tak, ze z kazdého sloupce a z kazdého
fadku vybereme pravé jedno ¢islo, a navic budou tato ¢isla rizna.

Stfedni hodnota

Definice. Ndhodnd veli¢ina je realné Cislo, které spo¢teme na zakladé elementar-
niho jevu, tedy naptiklad ,cislo, které padlo na prvni kostce“ nebo ,pocet kostek,
na kterych padla trojka‘“.

Definice. Stredni hodnota ndhodné veliciny X je jeji pramérnd hodnota a znaci
se E(X). Pfesnéji je E(X) vézeny aritmeticky pramér pfes vSechny hodnoty X na
elementarnich jevech, kde vahy jsou pravdépodobnosti téchto jevi.

Tvrzeni. (Poditani stfedni hodnoty)

(1) Bud A jev a I ndhodna veli¢ina, kterd dava nulu resp. jednicku, pokud A
nastal resp. nenastal. Pak E(I14) = P(A).

(2) Necht X, Y jsou ndhodné veli¢iny, pak E(X +Y) = E(X) + E(Y).

(3) Necht X je ndhodnd veli¢ina a r realné ¢islo, pak E(r - X) =r - E(X).
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Pozor! Dalsi zobecnéni tohoto tvrzeni, jako napiiklad E(X -Y) = E(X) - E(Y), jiz
obecné neplati.

Tvrzeni 9. (pouZiti stfedni hodnoty) Bud X ndhodné veli¢ina. Pak existuje ele-
mentérni jev, na kterém X < E(X), a také jiny elementarni jev, na kterém X >
E(X).

Pfiklad 10. Necht F je mnozina vSech n-tic (Aj, A, ..., A,), kde kazdé A; je
podmnozinou {1,2,...,1998}. Ozna¢me |A| pocet prvkt mnoZiny A. Najdéte hod-
notu
> [AUA U UA,
(A1,As,..,Ay)

(APMO 1998)

Priklad 11. V Sachovém turnaji, kterého se ztacastnilo 40 hrac¢a, se odehralo cel-
kem 80 partii, pricemz zadné dvojice spolu nehrala vickrat. Ukazte pro co nejveétsi
n, ze existuje n hracu, ktefl mezi sebou nesehrali zadny zapas.

Priklad 12. V soutézi je a soutézicich a b porotci, kde b > 3 je liché ¢islo. Kazdy
porotce hodnoti kazdého soutéziciho bud jako ,,dobry*, nebo jako ,Spatny“. Pred-
pokladejme, ze k je takové cislo, Ze pro libovolnou dvojici porotcti se jejich hlasy
shodovaly u nejvyse k soutézicich. Dokazte nerovnost k/a > (b —1)/(2b).

(IMO 1998)

Priklad 13. V turnaji n hrac¢a hral kazdy s kazdym pravé jednou. Hamiltonovska
cesta je takové usporadani n hraci, ze prvni porazil druhého, druhy ttetiho, ... Do-
kazte, Ze turnaj mohl dopadnout tak, Ze existovalo alespoii n!/2"~! hamiltonovskych
cest.

Piiklad 14. Na veéirku je n > 2 lidi, néktefi se znaji'. Dokazte, Ze existuji dva
lidé A, B takovi, Ze mezi zbylymi n — 2 najdeme L%J — 1 1idi, kteri maji stejny vztah
k Aik B.

Priklad 15. Mg¢&jme graf G s n vrcholy a m > 4n hranami. DokaZte, Ze kdykoli
takovy graf nakreslime do roviny, bude obsahovat alesponi m3/(64n?) praseciki.
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LVztah znét se je vzajemny.



