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Základy teorie pravdìpobnosti

De�nie.

� Pravdìpodobnostním prostorem budeme rozumìt libovolnou koneènou mno¾inu 
.

� Podmno¾iny 
 nazýváme jevy. Jednoprvkovým mno¾inám øíkáme elementární jevy. (Jsou to

vlastnì mno¾iny f!g, kde ! 2 
. Nìkdy budeme prvku ! øíkat elementární jev a budeme tím

myslet elementární jev f!g.)

� Prázdná mno¾ina je nemo¾ný jev. Mno¾ina 
 se nazývá jistý jev.

� Pokud A � B, øíkáme, ¾e A je podjevem jevu B.

� Jev 
 n A se nazývá opaèný jev a znaèí se A



.

� Pokud A \ B = ;, øíkáme, ¾e jevy A a B se vyluèují.

De�nie. Mìjme zobrazení p, které ka¾dému elementárnímu jevu pøiøadí nezáporné èíslo, pøièem¾

platí:

X

!2


p(!) = 1 :

De�nujeme zobrazení, které libovolnému jevu A pøiøadí

P (A) :=

X

!2A

p(!) :

Zobrazení P se nazývá pravdìpodobnost.

Vìta. Neh» A, B jsou jevy. Potom

� 0 � P (A) � 1

� P (;) = 0

� P (
) = 1

� P (A [ B) = P (A) + P (B) � P (A \ B)

� P (A [ B) � P (A) + P (B)

� P (A



) = 1� P (A)

� Pokud A je podjev B, pak P (A) � P (B), naví P (B n A) = P (B) � P (A).

De�nie. Jevy A, B nazýváme nezávislé, pokud P (A \ B) = P (A)P (B).

Pokud P (B) > 0, de�nujeme podmínìnou pravdìpodobnost jevu A za podmínky, ¾e nastal jev B

vztahem

P (A j B) =

P (A \ B)

P (B)

:
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Krou¾ek matematiky

Vìta.

� Jsou-li jevy A, B nezávislé, pak jsou nezávislé i jevy A



, B.

� Je-li P (B) > 0, pak jsou jevy A, B nezávislé právì kdy¾ P (AjB) = P (A).

� Je-li P (B) > 0, pak P (A \ B) = P (AjB)P (B)

� Je-li P (A); P (B) > 0, pak P (BjA) =

P (AjB)P (B)

P (A)

.

� Je-li P (B) > 0, pak P (A \ BjB) = P (AjB).

� Jsou-li jevy A

1

, : : : , A

n

vzájemnì se vyluèujíí, pak

P (A

1

[ � � � [ A

n

jB) = P (A

1

jB) + � � �+ P (A

n

jB):

� Jsou-li jevy B

1

; : : : ; B

n

vzájemnì se vyluèujíí a jejih sjednoením je jev jistý, pak

P (A) = P (AjB

1

)P (B

1

) + � � �+ P (AjB

n

)P (B

n

):

De�nie.

� Zobrazení X, které ka¾dému elementárnímu jevu pøiøadí reálné èíslo, nazýváme náhodná ve-

lièina. Jev f! 2 
 : X(!) < 3g pí¹eme zkráenì (X < 3) apod.

� Sèítání a násobení náhodnýh velièin konstantou a sèítání náhodnýh velièin de�nujeme pøi-

rozenì takto:

a+X: (a +X)(!) = a+X(!),

aX: (aX)(!) = a �X(!),

X + Y : (X + Y )(!) = X(!) + Y (!).

� Øekneme, ¾e náhodné velièiny X, Y jsou nezávislé, pokud jevy X = a a Y = b jsou nezávislé

pro v¹ehna a; b 2 R.

� Støední hodnotou náhodné velièiny X rozumíme èíslo

E(X) =

X

!2


P (!)X(!) :

� Indikátorem jevu A rozumíme náhodnou velièinu I

A

, de�novanou takto:

I

A

(!) = 1; pokud ! 2 A,

I

A

(!) = 0; jinak.

Vìta. Neh» a; b 2 R a X

i

jsou náhodné velièiny, potom

� E(aX + b) = aE(X) + b

� E(X

1

+ � � �+X

n

) = E(X

1

) + � � �+E(X

n

)

� E(I

A

) = P (A)

� Jsou-li X;Y nezávislé, pak E(XY ) = E(X)E(Y ).

� Pokud X nabývá hodnot a

1

; : : : ; a

n

, pak

E(X) =

n

X

i=1

a

i

P (X = a

i

) :

� Existují elementární jevy !

1

, !

2

, pro nì¾ X(!

1

) � E(X) a X(!

2

) � E(X).
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Pravdìpodobnostní metoda

Pravdìpodobnostní metoda

Teorie pravdìpodobnosti umo¾òuje èasto øe¹it i pøíklady, které nemají na první pohled (èasto ani na

druhý, : : : ) o do èinìní s pravdìpodobností. My budeme teorie pou¾ívat v následujííh pøípadeh:

� Nìjaký vzoreèek interpretujeme jako pravdìpodobnost nìèeho. Jednoduhé vztahy nám potom

dají pìkný výsledek.

� Cheme o nìjaké skupinì objektù dokázat, ¾e v nìm existuje jistý þdobrýÿ objekt. K tomu

ov¹em staèí dokázat, ¾e náhodnì zvolený objekt z dané skupiny je þdobrýÿ s pravdìpodobností

vìt¹í ne¾ 0.

� Opìt máme skupinu objektù a ke ka¾dému objektu je pøiøazeno jisté ohodnoení (náhodná

velièina). Napø. objekty jsou grafy, ka¾dému grafu pøiøadíme poèet jeho hran. Cheme zjistit,

zda skupina obsahuje objekt, jeho¾ ohodnoení je alespoò (resp. nejvíe) x. K tomu nám podle

poslední vìty staèí zjistit, ¾e støední hodnota je alespoò x (resp. nejvíe x).
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Krou¾ek matematiky

Pøíklady

1. pøíklad

��

Neh» x je reálné èíslo z intervalu h0; 1i, m, n jsou pøirozená èísla. Potom platí:

(1� x

n

)

m

+ (1� (1� x)

m

)

n

� 1 :

2. pøíklad

��

Oznaème R(k; l) nejmen¹í èíslo takové, ¾e ka¾dý graf s alespoò R(k; l) vrholy obsahuje

buï k vrholù, z nih¾ jsou ka¾dé dva spojeny, nebo l vrholù, z nih¾ ¾ádné dva spojeny nejsou.

Potom R(k; k) > 2

k=2

.

3. pøíklad

��

Ka¾dý graf s m hranami obsahuje bipartitní podgraf s nejménì m=2 hranami. (Bi-

partní graf je graf rozdìlený na dvì skupiny vrholù, kde hrany vedou pouze mezi tìmito skupinami,

ale ne uvnitø.)

4. pøíklad

��

Neh» G je graf s v vrholy a

nd

2

hranami (d � 1). Potom �(G) �

n

2d

, kde �(G) je

tzv. nezávislost grafu G, tj. maximální velikost mno¾iny vrholù grafu G, z nih¾ nejsou ¾ádné dva

spojeny.

5. pøíklad

��

Neh» m je pøirozené èíslo. Potom

�

2m

m

�

�

2

2m

4

p

m

:

6. pøíklad

��

Ka¾dá mno¾ina n nenulovýh elýh èísel obsahuje krásnou podmo¾inu, která má

nejménì n=3 prvkù. Mno¾inì A øíkáme krásná, pokud z a; b 2 A plyne a+ b =2 A.

7. pøíklad

��

Máme turnaj, jeho¾ se zúèastnilo n hráèù, ka¾dý král s ka¾dým, remízy nebyly. Do-

ka¾te, ¾e mohl skonèit tak, ¾e v turnaji existovalo nejménì n! 2

�(n�1)

podivností. Podivností ro-

zumíme takovou permutai X

1

, : : : , X

n

úèastníkù turnaje, ¾e X

1

porazil X

2

, X

2

porazil X

3

, : : : ,

X

n�1

porazil X

n

a X

n

porazil X

1

.

8. pøíklad

��

Hrany úplného grafu lze obarvit dvìma barvami tak, ¾e tento graf obsahuje nanejvý¹e

�

n

a

�

2

1�

�

a

2

�

jednobarevnýh podgrafù s a vrholy.

{ iv {


