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Zaklady teorie pravdépobnosti

Definice.

o Pravdépodobnostnim prostorem budeme rozumét libovolnou kone¢nou mnozinu €.

e Podmnoziny Q nazyvame jevy. Jednoprvkovym mnoZindm ¥ikdme elementdrni jevy. (Jsou to
vlastné mnoziny {w}, kde w € . N&kdy budeme prvku w ¥ikat elementédrni jev a budeme tim
myslet elementérni jev {w}.)

Prazdnd mnozina je nemozZny jev. Mnozina 2 se nazyva jisty jev.
Pokud A C B, rikdme, ze A je podjevem jevu B.

Jev Q\ A se nazyvéd opacny jev a znadi se A°.

Pokud AN B =, fikdme, Ze jevy A a B se vylucuji.

Definice. Méjme zobrazeni p, které kazdému elementdrnimu jevu pfiradi nezdporné ¢islo, pricemz

plati:
Z pw)=1.

weN

Definujeme zobrazeni, které libovolnému jevu A prifadi

P(A) = p(w).

wEA
Zobrazeni P se nazyva pravdépodobnost.

Véta. Necht A, B jsou jevy. Potom

e 0<P(A)<1
P®) =0
P(Q)=1

P(AUB) = P(A)+P(B) - P(ANB)

P(AUB) < P(A)+ P(B)

P(A°) =1— P(A)

Pokud A je podjev B, pak P(A) < P(B), navic P(B\ A) = P(B) — P(A).

Definice. Jevy A, B nazyvame nezdvislé, pokud P(A N B) = P(A)P(B).

Pokud P(B) > 0, definujeme podminénou pravdépodobnost jevu A za podminky, Ze nastal jev B
vztahem
P(AN B)

P(A|B) = — 5
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Véta.

Jsou-li jevy A, B nezavislé, pak jsou nezdvislé i jevy A°, B.

Je-li P(B) > 0, pak jsou jevy A, B nezavislé pravé kdyz P(A|B) = P(A).
Je-li P(B) > 0, pak P(AN B) = P(A|B)P(B)

Je-li P(A), P(B) > 0, pak P(B|A) = ZALDLEL

Je-li P(B) > 0, pak P(AN B|B) = P(A|B).

Jsou-li jevy Ay, ..., Ap vzdjemné se vylulujici, pak

P(A1U---UA,|B) = P(A1|B) + --- + P(An|B).
Jsou-li jevy Bi,..., Bp vzajemné se vyluCujici a jejich sjednocenim je jev jisty, pak

P(A) = P(A|B1)P(B1)+ -+ P(A|Bnr)P(Bn).

Definice.

Zobrazeni X, které kazdému elementiarnimu jevu pfifadi redlné &islo, nazyvame ndhodnd ve-
licina. Jev {w € Q : X(w) < 3} piSeme zkricené (X < 3) apod.
S¢itani a nasobeni ndhodnych veli¢in konstantou a s¢itdni ndhodnych veli¢in definujeme pfi-
rozené takto:

a+ X: (a + X)(w) =a+ X(w),

aX: (aX)(w) =a- X(w),

X+Y: (X +Y)(w) = X(w) + Y(w).

Rekneme, 7e ndhodné veli¢iny X, Y jsou nezdvislé, pokud jevy X = a a Y = b jsou nezavislé
pro viechna a,b € R
Stredni hodnotou ndhodné veli¢iny X rozumime ¢islo

E(X) = Z Pw)X (w).

wEN

Indikdtorem jevu A rozumime nidhodnou veli¢inu 74, definovanou takto:

IA(UJ)

I4(w) =0, jinak.

1, pokud w € A,

Véta. Nechf a,b € R a X; jsou ndhodné veli¢iny, potom

E(aX +b) =aE(X)+b

E(X14+ -+ Xn)=E(X1)+ -+ E(Xn)
E(Ix) = P(A)

Jsou-li X,Y nezdvislé, pak E(XY) = E(X)E(Y).
Pokud X nabyvé hodnot ai,...,an, pak

Existuji elementarni jevy w1, wa, pro néz X(wi) > E(X) a X(w2) < E(X).
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Pravdépodobnostni metoda

Teorie pravdépodobnosti umoziiuje asto Fesit i piiklady, které nemaji na prvni pohled (Easto ani na

druhy, ...) co do &in&ni s pravdépodobnosti. My budeme teorie pouzivat v nésledujicich p¥ipadech:

e Néjaky vzoreCek interpretujeme jako pravdépodobnost néeho. Jednoduché vztahy ndm potom
daji pékny vysledek.

e Chceme o né&jaké skupiné objekti dokazat, Zze v ném existuje jisty ,dobry*“ objekt. K tomu
ov8em stac¢i dokazat, Ze ndhodné zvoleny objekt z dané skupiny je ,,dobry“ s pravdépodobnosti
veétsi nez 0.

e Op&t mame skupinu objektt a ke kazdému objektu je pfifazeno jisté ohodnoceni (ndhodné
veli¢ina). Nap¥. objekty jsou grafy, kazdému grafu p¥ifadime pocet jeho hran. Chceme zjistit,
zda skupina obsahuje objekt, jehoZ ohodnoceni je alespoii (resp. nejvice) z. K tomu ndm podle
posledni véty stadi zjistit, Ze stfedni hodnota je alespoii x (resp. nejvice z).
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Piiklady

1. priklad** Necht z je redlné &islo z intervalu (0, 1), m, n jsou pFirozend &isla. Potom plati:

(L—a™)™ +(1—(1—a)™)" > 1.

2. pf¥iklad** Ozname R(k,!) nejmensi ¢islo takové, Ze kazdy grafs alespoii R(k, () vrcholy obsahuje
bud k vrcholi, z nichZ jsou kazdé dva spojeny, nebo [ vrcholtl, z nichz ziddné dva spojeny nejsou.
Potom R(k,k) > 2k/2.

3. pfiklad** Kazdy graf s m hranami obsahuje bipartitni podgraf s nejméné m/2 hranami. (Bi-
partni graf je graf rozdéleny na dvé skupiny vrcholi, kde hrany vedou pouze mezi témito skupinami,
ale ne uvnit¥.)

4. piiklad** Necht G je graf s v vrcholy a an hranami (d > 1). Potom a(G) > 35, kde a(G) je
tzv. nezavislost grafu G, tj. maximdlni velikost mnoZiny vrcholt grafu G, z nichZ nejsou zadné dva
spojeny.

5. pfiklad** Necht m je p¥irozené &islo. Potom

2m 22m
() =7

E]

6. priklad** Kazdd mnozina n nenulovych celych ¢isel obsahuje krasnou podmozinu, kterd méa
nejméné n/3 prvki. Mnozing A fikdme krdsnd, pokud z a,b € A plyne a + b ¢ A.

7.priklad** Mame turnaj, jehoZ se zucastnilo n hracd, kazdy krél s kazdym, remizy nebyly. Do-
kaZte, e mohl skon&it tak, %e v turnaji existovalo nejméné n!2~ (=1 podivnosti. Podivnosti ro-
zumime takovou permutaci Xy, ..., X, afastniki turnaje, ze X porazil Xz, X2 porazil X3, ...,
Xn—1 porazil X, a X, porazil X;.

fiklad** Hrany tplného grafu lze obarvit dvéma barvami tak, Ze tento graf obsahuje nanejvyse

8. pr
(2) 21_ (2) jednobarevnych podgrafii s a vrcholy.
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