Povidani o matematice
| Vita Kala

Matematika je vgplodem chorych mozki.
—Prof. RNDr. Toméas Kepka, DrSc.

Na prednasce si budeme povidat o tom, pro¢ vlastné matematika vypada tak,
jak vypada. V tomto prispévku rozhodné neni zachycen obsah pfednasky a nej-
dilezitéjsi myslenky v ni obsazené, ale jen uvedeno matematické tvrzeni, které na
pfednésce pouzijeme jako ilustraéni priklad.?

Véta. (o pevném bodu)  Necht je f : [0,1] — [0, 1] spojitd funkce. Pak m4 f
aspoil jeden pevny bod, tedy existuje x € [0, 1] takové, ze f(x) = x.

Jak uvidime na prednasce, toto tvrzeni je témér ziejmé a da se dokézat jednim
obrazkem. Je ale takovy obrazek korektnim dikazem? Co to vlastné znamena, ze
funkce je spojita? Aby o tom matematici mohli néjak poradné mluvit, vymysleli
spoustu divnych novych pojmi a nepochopitelnych definic znamych véci:*

Definice. (spojitd funkce) Necht je f : [0,1] — [0,1] funkce. Tuto funkci na-
zveme spojitou, jestlize Vx € [0,1]Ve > 036 > 0Vy € (x — 6,z +0) : | f(z) — f(y)| <
<eb

Definice. (supremum a infimum mnoziny) Bud M neprdzdnd mnozina redlnych
cisel. Nejmensi ¢islo s (redlné nebo nekonecno) takové, ze Vo € M : s > x nazveme
supremem M. Obdobné nejvétsi ¢islo i (realné nebo minus nekonecno) takové, Ze
Vo € M : i < x nazveme infimem M5

Véta. Kazda neprazdna mnozina ma supremum a infimum.

Vic osklivych pojmt bychom na pfednisce potfebovat neméli, tak se rozlou-
¢ime a na dobrou noc si povime par prikladt, které s prednaskou sice opét viibec
nesouvisi, ale vyskytuji se v nich spojitost a supremum a infimum. Nenech se moc
znechutit netispéchy snahy o jejich vyfeseni. Pro nékoho, kdo se s témito pojmy
potkava poprvé, mohou tyto ptriklady byt dost tézké.

3A kromé tohoto tvrzeni je v pfispévku spousta poznamek pod &arou, skoro vic nez normal-
niho textu (:

4Ty definice jsou FAKT divné, viibec se tedy nenech znepokojit tim, Ze jim viibec nerozumis
— ja také ne (; Na prednasce si vSe dilezité dukladné vysvétlime a nedulezité peclivé vynechame.

5To je sila, co? (:

6Kdyz si ¢lovék definici trosku rozmysli, mtze si véimnout, #e supremum a infimum jsou v
podstaté jen zobecnénim obvyklych a zndmych pojmd maximum a minimum. Problém je, ze
zatimco spousta mnozin maximum nebo minimum nema, supremum a infimum existuje vzdy.
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Priklad 1. (Darbouxova vlastnost spojité funkce) Necht je f : R — R spojita
funkce, kterd v néjakém bodé nabyva hodnotu a a v néjakém hodnotu b (ajb).
Dokaz, ze pro kazdé y € (a,b) existuje = takové, ze f(z) =y.

Priklad 2. Dokaz, ze kazda neprazdnd mnozina ma supremum a infimum.

Priklad 3. (Jesté té78i nez ostatni pfiklady) Necht je f : [0,1] — R funkce.
Dokaz, ze tato funkce nabyva maxima, tedy ze 3z € [0,1)Vy € [0,1] : f(x) > f(y).



