Pouziti potrubi v teorii grafi
Standa Hencl

2 3 2 3
1 1

5 4 5 4

Graf ¢. 1 Graf ¢. 2

Omluvy pfedem : Definice radéji uvddim v nazorné podobé nez matematicky precizné. Veskeré
tyto definice a znéni vét se krasné vysvétli na obrazku a to jde v textové podobé velmi
spatné.

Definice 1: Graf G je zaddn mnoZinou vrcholi V' (na obrazku {1, 2, 3,4,5}) a mnoZinou hran
E, tj. ¢ar spojujicich dvojici vrcholil (v Grafu €. 1 jsou to hrany mezi vrcholy {1, 2}, {2, 3},
{3,4}, {4,5}, {2,5} a {1,5}).

Definici grafu znate ze zadani jedné ze sérii Prasete.

Definice 2: Graf G je souvisly, pokud pro kazdé dva vrcholy a,b z V existuje cesta spojujici
tyto vrcholy (tj. z vrcholu a 1ze dojit do vrcholu b pies hrany z E).

Graf ¢. 1 je souvisly (napr. mezi 1 a 4 existuje cesta {1,2},{2,5},{5,4}).
Graf &. 2 neni souvisly, nebot mezi 2 a 4 neexistuje cesta, nelze je spojit hranami tohoto
grafu.

Definice 3: Bud k pfirozené &islo. Graf G je hranové k-souwvisly, pokud po vyhozeni libovol-
nych k hran z E zistane graf souvisly.

Graf ¢. 1 je hranové 1-souvisly. Po umazani libovolné jeho hrany se neustale budu moci
dostat z libovolného jeho vrcholu do libovolného jiného.

Graf ¢. 1 neni hranové 2-souvisly. Po odebréni hran {2, 3} a {5,4} dostanu Graf ¢. 2, ktery
neni souvisly.

Definice 4: Bud k pfirozené ¢islo. Graf G je wvrcholové k-souvisly, pokud po vyhozeni libo-
volnych k vrcholi z V' a téch hran z E, na nichz tyto vrcholy lezely, zistane graf souvisly.

Graf ¢&. 1 je vrcholové 1-souvisly. Napf. vyhodim-li vrchol &. 1 a s nim hrany {1, 2}, {1, 5},
Jje zbyly graf na vrcholech {2,3,4,5} souvisly.
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Graf ¢&. 1 neni vrcholové 2-souvisly. Po vyhozeni vrcholi 3 a 5, a tedy i hran {3,2}, {3, 4},
{5,1}, {5,2}, {5,4}, nelze prejit od 1 k 4.

Cilem prednasky je dokazat nasledujici krasné véty :

Véta (Menger) : Graf G je hranové k-souvisly <= kazdé dva vrcholy z V lze spojit alespon
k-hranové disjunktnimi cestami.
Tedy onéch cest z definice souvislosti existuje alespori k a to takovych, ze kazda hrana z
E je nejvyse v jedné z téchto cest.

Véta (Ford-Falkerson) : Graf G je vrcholové k-souvisly <= kazdé dva vrcholy z V 1ze spojit
alespon k-vrcholové disjunktnimi cestami.
Tedy onéch cest z definice souvislosti existuje alespon k, a to takovych, ze kazdy vrchol z
V' je nejvyse v jedné z téchto cest.

A pokud zbyde jesté trochu ¢asu, tak dokazu :

Véta (Hall) : Bud n,k € N. Mé&jme mnozinu lidi X = {1,2,...,n}. M&me rizné zajmové
spolky Mi, Ma,..., My, tzn. M; C X. Ozna¢me M := Ule M;. Systémem ruznych re-
prezentantt SRR nazvu funkci f : {1,2,...,k} — X takovou, ze f(i) je prvkem M; a f
je prosta (tj. funkci f, kterd kazdému spolku pfifadi jednoho jejiho ¢lena, ktery nebude
vybran, aby zastupoval jiny spolek).

Pak plati: SRR existuje <= pro v8echny J podmnoziny {1,2,...,k} plati, Ze podet
¢lena vSech spolku z J je alespon tolik, kolik je prvki J, matematicky

171 < U M
i€J
(tzn. ze kdyz 8 spolkd mé dohromady 7 lidi, tak z nich t&zko vyberu 8 rtiznych zastupcu
jednotlivych spolki).

Vsechny tyto tfi véty budu dokazovat s pouzitim Toki v sitich (tj. pfedndsky Roberta
Samala z jarniho soustfedéni v Maridnské). Nezoufejte, véechny potiebné pojmy, definice a
véty hodlam znovu piipomenout, takze i tém, ktefi na této pfednasce nebyli, by mélo byt
vSe jasné.
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