Posloupnosti ala kombinatorika
' Jarda Han¢l

ABSTRAKT. Tento prispévek se zabyva kombinatorickymi vlastnostmi posloup-
nosti, které jsou prezentovany pouze na piikladech. V prvni c¢asti se studuji ko-
neéné posloupnosti, ve druhé ¢asti se vhodné vybiraji podposloupnosti a nakonec
je uvedeno nékolik velmi zajimavych vlastnosti geometrickych a aritmetickych
posloupnosti.

Konecné posloupnosti

Vétsina uloh v této sekci bude o koneénych posloupnostech, proto Konecnou po-
sloupnosti délky n budeme rozumét kazdou usporadanou n-tici ¢isel aq,as, ...,
G-

Priklad 1. Kazdé ¢islo v posloupnosti x1, x2,. .., T, je bud —1 nebo 0 nebo 1.
Urcete nejmensi moznou hodnotu souctu S vSech soucint x;x; pro1 <i < j < n.

Priklad 2. Kazdé éislo v posloupnosti 1, za, . .., 2, lezi v intervalu [—1, 1]. Ur-
cete nejmensi moznou hodnotu souctu S vSech soucint z;z; pro1 < ¢ < j < n.

Priklad 3. Mezi 2n redlnymi ¢isly x1, o, ..., Tn, Y1, Y2, - - - , Yn plati nerovnost
Ti+ T2+ F+Tp >Yr+yY2+- -+ Yn.
Avsak, zaménime-li v ni libovolnou dvojici ¢isel x; a y;, nerovnost prestane platit.

Zjistéte, pro které hodnoty n je to mozné.

Priklad 4. Kladnd ¢isla ay,as,...,a, spliuji pro libovolné k = 1,2,....,n — 1
vztah ar < apy1 < 2ap. Dokaite, ze v sou¢tu S = +a; + ag £ -+ + a,, umime
nastavit znaménka tak, ze 0 < S < a;.

Priklad 5. Rozdil nejvétsiho a nejmensiho z Cisel zq,x9,...,2, je 1. Urdete
nejvetsi rozdil mezi ¢isly

T1 + T2 T1+T2+ -+ Ty
Y1 =1, Y2 = y ceey Yn = .
2 n
Priklad 6. Soucet redlnych ¢isel 1, xa, ..., x, je roven 0, pfesto ale pro néjaké
i€ {1,2,...,n} plati z; = 1. Dokazte, Ze nejvétsi z Cisel
|£L’1—£L’2|, |£L’2—£L’3|, RN |xn*1_xn|v |{En—$1|

je alespon 4/n.
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Priklad 7. Soucet ¢lenii cyklické posloupnosti z1, s, . . . , T, je roven 0. Dokazte,
ze existuje index k takovy, Ze vSechna disla

Ty Th+ Tht1y --vy T+ Tht1 + - + Thtn—1
jsou nezaporna.
Priklad 8. Dokazte, ze pro libovolnou posloupnost z1, zo, ..., z, realnych ¢isel
existuje index k € {1,2,...,n} takovy, Ze plati nerovnost
k n

in - Z x;| <max{|x;|: 1 <i<n}

i=1 i=k+1
Priklad 9. Soucet druhych mocnin redlnych ¢&isel x4, zo, . .., x, je roven 1. Ur-

¢ete nejvétsi moznou hodnotu souctu absolutnich hodnot vsech 2" ¢isel tvaru
tri a0+ L,

Piiklad 10. Proredlnd ¢isla 1 < zp < ... < x, se souftem 0 plati |x1|+ |z2| +
+ -+ || = A. Dokazte, ze x, —x1 > 2A/n.

Podposloupnosti

Vybereme-li ¢ast ¢lend nékteré posloupnosti a zachovame-li jejich poradi, hovofime
o téchto vybranych ¢islech jako o vybrané podposloupnosti. Vybirat podposloup-
nosti muzeme vSelijak, mrknéme se na par fint:

Priklad 11. Dokazte, Ze z libovolné posloupnosti 101 rtznych ¢&isel 1ze vybrat
jedenécticlennou podposloupnost by, b, .. .,b11 takovou, ze bud plati by < by <
< --+ < by1 nebo plati by > by > -+ > byy.

Priklad 12. Vsechna disla posloupnosti z1,xs,...,2, jsou z intervalu [0,1].
Plati, Ze hodnoty 1,22, ..., x, nelze disjunktné rozdélit na dvé skupiny tak, zZe
soucet Cisel v obou skupinach je vétsi nez 1. Najdéte nejvétsi moznou hodnotu
souctu S = xy + x2 + - - - + x,,. Pro kterd n je tato hodnota dosazitelna?

Priklad 13. Bud soudet ¢isel ay,as,...,a, roven 2n a nejvétsi z nich rtzné od
n+ 1. Dokazte, ze je-li n sudé, pak lze z posloupnosti a1, as, ..., a, vybrat nékolik
¢lent tak, aby jejich soucet byl roven n.
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Priklad 14. Mgéjme piirozena éisla x1, To, . .., Tn, Y1, Y2, - - - , Ym takova, Ze soucty
r1+ T2+ -4+ xn ay +y2 + -+ Y jsou rovny témuz ¢islu mensimu nez m - n.
Dokazte, ze v rovnosti

Tt Tt T =ty Y

lze vyskrtnout nékolik séitanct (ne vSechny) tak, aby vzniklo opét platné tvrzeni.

Aritmetické a geometrické posloupnosti

Aritmetickou posloupnosti s po¢ateénim ¢lenem a a diferenci d rozumime posloup-
nost ay, ag, as, ... definovanou predpisem a; = a+ (i— 1)d. Geometrickou posloup-
nosti s pocatecnim ¢lenem a a kvocientem g rozumime posloupnost a1, as,as, ...
definovanou predpisem a; = ag’~'.

Priklad 15. Prvni ¢len a; i diference d aritmetické posloupnosti jsou pfirozena
¢isla. Dokazte pak, Ze néktery ¢len posloupnosti bude mit v dekadickém zapisu
Cislici 9.

Priklad 16. Nekonec¢na posloupnost x1,xs, ..., x, realnych ¢isel spliuje pro li-
bovolna m,n vztah
1
x — Ty — Ty <
| m—+n m n| m + n

Dokazte, ze potom je tato posloupnost aritmeticka.

Priklad 17. Pro libovolné n > 3 najdéte aritmetickou posloupnost délky n
tvofenou sloZenymi a navzajem nesoudé€lnymi ¢isly.

Priklad 18. Existuje nekoneéna geometrickd posloupnost kladnych ¢isel aq, . ..
takovd, ze a; je celé pravé tehdy, kdyz ¢ € {1,2,...,2010}?

Priklad 19. V geometrické posloupnosti kladnych ¢isel se vyskytuje nekonecéné
mnoho celych ¢isel. Rozhodnéte, zdali potom musi byt jeji kvocient celé ¢islo.
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