Polynomy bez Vietovych vztahu

MARTIN ,,E.T“ SYKORA

ABSTRAKT. Prispévek obsahuje dulezité véty a tvrzeni o polynomech a ulohy, které
Ize vyfesit za pomoci danych vét nebo néjakym chytrym trikem.

Polynomy jsou skuteéné Siroké téma, a proto se pfi jejich zkouméani omezime
a nebudeme si povidat o Vietovych vztazich. Ty jsou sice velmi uzitecné, jak ale
uvidime, i bez nich dokézZeme silné véty a s lehkosti vyfesime obtizné priklady.

Definice 1. Polynomem stupné n rozumime vyraz tvaru
~1
" + apn_12" "+ - 4+ a1x + aop,

kde a, # 0. Cisla a; € R nazyvame koeficienty polynomu a = proménnou. Stupeii
nulového polynomu vétsinou klademe roven —1.

Poznamka 2. Mizeme upustit od podminky a; € R. Obecnéji totiz lze definovat
polynomy nad libovolnym komutativnim okruhem. (Typicky mohou byt koeficienty
celd nebo komplexni ¢isla.)

Definice 3. Kofen polynomu P je takové ¢islo ¢, ze P(t) = 0.

Tvrzeni 4. Je-li P polynom stupné n > 1 a t jeho koien, pak pro kazdé x € R
plati P(z) = (x — t)Q(x), kde Q je jednoznacéné urceny polynom stupné n — 1.

Takzvana zdkladni véta algebry tika, ze kazdy polynom nad komplexnimi ¢isly
(s komplexnimi koeficienty) mé alespoii jeden (komplexni) kofen. S vyuzitim pfed-
choziho tvrzeni se pak snadno ukéze, ze kazdy komplexni polynom stupné n lze
zapsat ve tvaru ag(x — a1)(x — ag)...(z — ap), kde jednotliva a; jsou komplexni
¢isla. Dukaz této véty je slozity a presahuje ramec prednasky. Plati ale, ze kazdy
realny polynom lichého stupné ma alespon jeden redlny koten.

Navic ma predchozi tvrzeni t¥i zajimavé dusledky, které si na prednésce dokazeme.
Duisledek 5. Nenulovy polynom stupné n, kde n > 0, ma nejvyse n korenii.

Disledek 6. Pokud se dva polynomy stupné nejvyse n shoduji v alespon n + 1
bodech, jsou identické.

Dusledek 7. Kazdymi n + 1 body Ize prolozit unikatni polynom stupné nejvyse
n.
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Véta 8. M4-li polynom P celoéiselné koeficienty a a,b € Z, pak a—b | P(a)— P(b).

Vé&ta 9. Mi4-li polynom P(x) = apz™ + ap_12™" " + -+ + ag s celodiselnymi koefi-
cienty racionalni kofen r/s (v zdkladnim tvaru), pak r | ag a s | an.

Lehci ukazkové priklady
Priklad 10. Najdéte vSechny polynomy P spliiujici
P0)=0 a P@@®+1)=(P)*+1

pro vSechna realna x.

Piiklad 11. Najdéte viechny polynomy P splitujici P(2) = 6 a P(z2?%) = 22(2? +
1)P(z) pro vSechna reilna x.

Pfiklad 12. Af P je polynom s celo¢iselnymi koeficienty. Dokazte, Ze je-li P(n)
délitelné tfemi pro tii po sobé jdouci pfirozena cisla, pak je délitelné tfemi pro
vS8echna prirozena cisla.

Priklad 13. Existuje polynom sudého stupné s lichymi celoc¢iselnymi koeficienty,
ktery mé raciondlni kofen? (MKS 34-6-4)

Dalsi priklady

Pfiklad 14. Polynom P s celoéiselnymi koeficienty spliiuje P(0) = 1. V kolika
nejvice rtznych celych ¢islech mize nabyvat hodnoty 20087 (MKS 28-3-5)

Piiklad 15. At P je polynom s celoéiselnymi koeficienty spliiujici P(0) = P(1) =
2011. Ukazte, ze P(x) nemé celodiselny kofen.

Priklad 16. Polynom P(z) stupné 2015 pro k = 1,...,2016 spliluje P(k) = 1.
Uréete P(2017). (MKS 29-18)

Priiklad 17. Koeficienty polynomu P jsou pfirozend ¢isla. Pro kazdé prirozené
¢islo n oznaéme a,, soucet cifer v desitkovém zéapisu ¢isla P(n). DokaZte, Ze existuje
¢islo, které se v posloupnosti a1, as, ... vyskytuje nekoneénékrat.

(MKS 21-6-6)

Priklad 18. Dokazte, Ze polynom P(z) = (z — a1)(z — a2)...(z — ap) — 1, kde
a; € Z jsou po dvou rtiznd, nelze zapsat jako soucin dvou polynomu stupné alespon
jedna s celociselnymi koeficienty. (MKS 28-3-8)

Piiklad 19. Necht P(x) a Q(z) jsou monické polynomy stupné 10 (tj. koeficient
u 219 je 1). Dokazte, Ze pokud rovnice P(x) = Q(r) nem4 z4dné realné feseni, pak
rovnice P(x 4+ 1) = Q(x — 1) reilné feseni ma.
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Navody

10. Postupné dosazujte za x hodnoty 0,1,2,... a pouzijte dlisledek 6.

11. 7 druhé rovnosti urcete stupern polynomu P, najdéte jeho kofeny a rozlozte
jej. Mozna se bude hodit pozorovani, ze P je sudy.

12. Z véty 8 plyne, Ze pokud je a — b délitelné tfemi, pak i P(a) — P(b) je délitelné
tiemi.

13. Jedné se o ukdzkovy priklad. Jaka véta by se na néj asi mohla pouzit?

14. Uvazte Q(z) = P(x)—2008. Hledejte maximalni pocet kofent Q). Pro kofeny t;
plati —2007 = atits...t,, tedy n < 5. Vhodny polynom s péti kofeny jisté€ najdete.
15. Kdyby a bylo celo¢iselnym kofenem P, muselo by z véty platit a | 2011 i
a+1|2011, coz neni mozné.

16. Zkoumejte kofeny polynomu Q(z) = xP(z) — 1.

17. Dosadte ,,vysokou* mocninu 10.

18. Sporem! Polynomy z pfedpokladaného rozkladu seététe a néco vhodného do
nich dosadte, ¢imz zjistite, jaké stupné mohou mit. Rozebranim piipadi dojdéte ke
sporu.

19. Studujte stupné polynomt P(z) — Q(z) a P(x +1) — Q(z — 1).
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