Poloménky

MARTIN TOPFER

ABSTRAKT. Ukdzka vyuziti polomének (tj. monovariantil) na pfikladu mnoha taloh.
Slozitost tloh od trividlni az po starsi IMO.

Ulohy, ve kterjch se objevuji invarianty (neboli éesky neménky) jsou celkem casté.
Obcas se ale stane, ze zadny takovy invariant neexistuje (nebo ho alespon neumime
najit). V takovych piipadech miiZe pomoci pravé monovariant (neboli poloménka).
Jde o veli¢inu, kterd se sice méni, ale pouze jednim smérem - tj. bud jen kles nebo
jen stoupa.

Je to vidét!

V nékterych tlohach nadm zdravy rozum muze fikat, Ze tvrzeni ulohy je zfejmé.
Exaktni sepsani takovych tloh ale nebyva tplné snadné a monovarianty v ném mo-
hou velmi pomoct.

Priklad 1. V fadé vedle sebe je 100 minci. V jednom tahu muZeme otocit ko-
lik chceme sousednich minci, pokud na té nejlevéjsi z nich byl orel. Ukazte, Ze po
kone¢ném poctu krokt se dostaneme do stavu, kdy budou na vSech mincich panny.

Priklad 2. 2013 lidi je rozmisténo ve 100 pokojich. Kazdou minutu nékdo ptejde
z jednoho pokoje do pokoje, kde je alespon tolik lidi jako v puivodnim pokoji. Ukazte,
ze po kone¢né mnoha krocich budou vsichni v jedné mistnosti.

Priklad 3. V kazdém policku tabulky m x n je napsano realné ¢islo. V jednom
kroku mtzeme zménit znaménka u vSech ¢isel v jednom rfadku nebo v jednom sloupci.
Ukazte, ze lze dosdhnout stavu, kdy bude soucet v kazdém fadku i v kazdém sloupci
nezaporny.

Priklad 4. Na nékolika polickdch nekoneéného pésku je dohromady koneéné mnoz-
stvi zetont. V jednom tahu mtizeme vzit dva zetony z téhoz policka, jeden posunout
o 1 smérem doprava a druhy o 1 smérem doleva. Muzeme se po koneéné mnoha
krocich vratit do puvodniho stavu?
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Preskupovani

Pokud mame ukézat, Ze lze vytvofit néjaky stav (napf. rozdéleni lidi), obcas jde
postupovat tak, Ze vyjdeme z obecného stavu a popiSeme takovou operaci (pfesku-
peni lidi), Ze se pfi ném néjaka veli¢ina (poloménka) vzdy snizi. Pak se uz jednoduse
ukaze, Zze az operace nepujde provést, budeme v pozadovaném stavu.

Priklad 5. Na zajezdu mé kazdy turista nejvysSe tii nepfatele. Dokazte, Ze je
mozno turisty rozdélit do dvou autobusi tak, ze nikdo nejede v autobuse s vice nez
jednim svym nepritelem.

Priklad 6. V roviné je ddno n modrych a n ¢ervenych bodu tak, ze zadné tii nelezi
v pfimce. Dokazte, zZe lze nakreslit n tsecek tak, aby kazdy z 2n bodi byl spojeny
s pravé jednim bodem jiné barvy a zadné dvé tsecky se nekiizily.

Priklad 7. Mg&jme n lidi, ktefi jsou navzajem vzdy bud pratelé, nebo nepratelé.
Ukazte, ze je mtzeme rozd€lit do dvou skupin tak, aby kazdy byl ve skupiné alespon
s tolika prateli, kolik je tam jeho nepratel.

Ukonceni procesu

V dlohéach, které se nas ptaji, zda néjaky proces skonci, mizeme hledat klesajici
poloménku pfirozenych ¢isel a poté vyuzit trividlniho tvrzeni:

Véta 8. Neexistuje nekonecna klesajici posloupnost prirozenych cisel.

Priklad 9. Vrcholy n-tihelnika jsou o¢islované redlnymi ¢isly. Budte a, b, ¢, d étyfi
sousedni ¢isla. Je-li (a —d)(b—c) < 0, miZeme vyménit b a c. Miize byt tato operace
provadéna nekonec¢né dlouho?

Priklad 10. Na nékolika polickach pasku délky 1000 je dohromady koneéné mnoho
zetond. V jednom tahu mutzeme vzit dva zetony z téhoz policka, jeden posunout o 1
smérem doprava a druhy o 1 smérem doleva. UkazZte, Zze po koneéné mnoha krocich
uz nebudeme moci Zadnym Zetonem pohnout.

Priklad 11. Na tabuli je nékolik pfirozenych ¢isel. V jednom kroku muzeme dvé
¢isla nahradit jejich nejvétsim spole¢nym délitelem a nejmensim spoleénym néasob-
kem. Ukazte, Ze nastane situace, kdy na tabuli ziistanou po provedeni popsaného
kroku vsechna ¢&isla stejna. (St. Petersburg, 1996)

Piiklad 12. Ke kazdému vrcholu pétithelniku napiSeme celé ¢islo, soucet vSech
péti éisel je kladny. Pokud na obvodu pétithelniku jsou z, y a z (v tomto poradi)
a y < 0, mGzeme tuto trojici nahradit trojici x + y, —y, y + 2. Mize tento proces
probihat nekone¢éné dlouho? (IMO 1986-3)

Priklad 13. Ve 123 mistnostech je rozmisténo 1000 muzu a 1000 Zen. Pro pohyb

mezi mistnostmi plati, Ze bud muZ jde z mistnosti s vice muZi nez Zenami do mist-

nosti s vice zenami nez muzi (poé¢itdno pied jeho pohybem), nebo naopak Zena jde
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z mistnosti s vice Zenami nez muzi do mistnosti s vice s vice muZi nez Zenami (po-
¢itdno pred jejim pohybem). UkaZte, Ze nastane situace, kdy se nebude moci nikdo
pohnout.

Piiklad 14. Méjme k pfepinacu v fadé. Kazdy prepinac¢ ukazuje nahoru, doprava,
doli nebo doleva. Pokud tfi sousedni piepinace ukazuji riznymi sméry, jsou vSechny
pfepnuty do ¢tvrtého sméru. Ukazte, Ze se proces zastavi. (BAMO 2006-5)
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