Pocitani dvéma zpusoby
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ABSTRAKT. Pocitdni dvéma zpisoby je velmi mocny néstroj k dokazovéni (nejen)
kombinatorickych identit. V pfispévku si ukadzeme nékolik uloh, které lze touto tech-
nikou vyfesit a pokusime se naucit zptsob, jak feseni takovych uloh vymyslet.

Hlavni motivaci pro vyuzivani techniky pocitani dvéma zptisoby je elegantni pii-
stup k spocitani néjakého tdaje (obvykle souc¢et mnoha netrividlnich hodnot) ¢i
dokazani zadané rovnosti. To provedeme tak, ze vytvorime objekt, na jehoz prvky
mizeme nahlizet vice zpusoby. Tyto pohledy budou odpovidat hledanym hodnotam,
jelikoz vsak pocitame prvky stejného objektu, musi nam vzdy vyjit stejné cislo.
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Reseni. Chceme se na tento soudet podivat jako na reprezentaci néjaké situace —
kombinacni ¢isla v souctu naznacuji, ze nam pujde o vSechny podmnoziny n-prvkové
mnoziny, pricemz kazda i-prvkova podmnozina pfispiva do souctu praveé i. Mizeme
si to tedy predstavit tak, ze do mistnosti s jednim papirem chodi postupné vSechny
mozné skupinky z n orgi a kazdy z nich vzdy udéla na papir jednu tecku.

Jeden zpiusob, jak tecky spocitat, je vyjadfeni poc¢tu tecek pomoci velikosti jednot-
livych skupinek orgti — takto dostaneme soucet zadany v tloze. Druhym zptisobem je
spocteni, kolik te¢ek udéla kazdy organizator. To je vSak snadné, nebot kazdy organi-
zator jde do mistnosti pravé jednou s kteroukoli skupinkou ze zbylych organizator,
kterych je celkem 27~ !. Teéek tedy bude n - 2"~1, coz je hledané YeSeni.

Uloha. Spocitejte

K pocitani dvéma zpusoby se Casto hodi rtizné kombinatorické identity, nékolik
z nich si zde ukdzeme a zkusime je odvodit.

Lehké priklady

Priklad 1. Dokazte
n n n+1
+ = .
k k+1 k+1
Priklad 2. Na vedirku si néktefi lidé vzdjemné potiasli rukou. Ukazte, Ze pocet

lidi, ktefi si potrasli rukou lisekrat, je sudy.
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Priklad 3. Dokazte
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Piiklad 5. Nechf P je systém vSech permutaci p = (p1,p2,...,pn) Cisel 1 az n
takovych, Ze zadné 3 sousedni prvky netvori rostouci posloupnost. Ozna¢me a; pru-
mérnou hodnotu na i-té pozici téchto permutaci, tj.

Priklad 4. Dokazte

@ = Zpejppi
P

Cemu se rovna soudet viech a;?

Piiklad 6. (Vandermondova identita) Dokazte
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Piiklad 7. Oznacme S,, systém vSech permutaci p = (p1,p2,...,pn) Cisel 1 az n.
Pro permutaci p € S,, oznac¢me

fp) = Zl “Di-
i=1

Ukazte, ze

43" f(p) = (" +n)(n+ 1)

PES,

Priklad 8. V matematické olympiadé fesSilo 45 ucastnikli Sest prikladi, kazdy
priklad byl vyfesen pravé 25 resiteli. Ukazte, Ze muzeme vybrat dva ucastniky, ktefi
dohromady vyfesili vse.

T&% priklady

Priklad 9. Ukazte, Ze

2n n
> in+1—i)=4) i
i=1 =1

Priiklad 10. Dokazte, Ze plati

B2 gnd=01+2+--+n).
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Priklad 11. Spoditejte
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Piiklad 12. (LYM-nerovnost) Bud A n-prvkovd mnozina, S systém podmnozin A
takovy, Ze zadné dvé mnoziny z S nejsou v inkluzi. Ozna¢me a; pocet i-prvkovych

mnozin v S. Pak plati
n

;mgl

Piiklad 13. (Mald Fermatova véta) Ukazte, Ze je-li p prvodislo, pak
a’ =a (mod p).
Pfiklad 14. (Cayleyho formule) Uréete pocet koster tiplného grafu na n vrcholech.

Navody
1. Vybirdme k + 1 z n + 1 lidi. Prvniho bud vybereme, anebo ne.

2. Ozna¢me uspofddanou dvojici (z,y) to, Ze si x potfasl rukou s y. Porovnejte
celkovy pocet téchto dvojic se souctem pocti potfeseni od jednotlivych ucastnikt
vecirku.

3. Vybirate podmnoziny n-prvkové mnoziny.

4. Jsou dva postupy, jak z n prvkt vybrat podmnoziny A a Bs |[A|=r a |B| =k
tak, aby B C A.

Podivejte se na soucet z pohledu jednotlivych permutaci.

®

Mate n dévcat a m hochi a chcete z nich vytvorit k-Clenny tym.
7. Urcete, kolikrat se v souctu vyskytuje ¢len i - j a pak tyto ¢leny poscitejte.

8. Vsimnéte si, Ze existuje acastnik, ktery vyresil alespon ¢tyfi tlohy a také existuje
ucCastnik, ktery vyfesil zbylé dvé.

9. Nakreslete si trojihelnik z kosticek se zdkladnou délky 2n, kde v i-tém patie
jsou kosticky s ¢islem i. Kosticky pak postupné od kraje trojihelniku odebirejte.

10. Nakreslete si ¢tvercovou miizku o strané n a do policka na pozici [i, j] napiste
¢islo @ - j. Se¢téte vSechna ¢isla po Fadcich a po elkdch® od rohu [1,1].

11. Pouzijte podobnou myslenku jako u motivac¢ni tlohy, zbylou sumu uz spocitat
umite.

12. Prokazdou mnozinu S € S vytvorte vSechny permutace n prvku takové, ze prv-
nich | S| prvka bude z S. Té&chto permutaci bude nejvyse tolik jako vSech permutaci
n prvki.
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13. Spocitejte vSechny fetézce délky p, kde kazdy znak je z a-prvkové abecedy a
nejsou v nich vSechny znaky stejné. Tyto fetézce poté mizete rozdélit na skupinky
po p.

14. Spoctéte dvéma zpusoby pocet moznosti vytvoreni zakofenéného stromu s n
hranami orientovanymi od kofene. Zkuste spocitat pocet moznych vytvoreni z béz-
nych stromt a také vytvaret strom po hranach.
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