Pocitani v planimetrii

Michal “Kenny” Rolinek

Cilem této pfednésky je obohatit vase znalosti z planimetrie o nové metody,
zalozené na algebraickém pristupu. Nebudeme ovsem sdhodlouze upravovat obrov-
ské vyrazy, jak by se mohlo zdat. Naopak si ukadzeme ptiklady, v nichz nas trocha
pocitani dovede velmi pfimocafe k feSeni. Téz se nauc¢ime uc¢inné pouzivat nékolik
Sikovnych tvrzeni.

Par priklada na rozjezd

Priklad 1. Mé&jme rovnostranny trojuhelnik a bod X uvnitf ného. Paty kolmic
z bodu X na strany trojihelnika ozna¢me P, @ a R. Ukazte, Ze soucet

|XP|+[XQ| +|XR|

nezavisi na volbé bodu X.

Priklad 2. Je dan rovnostranny trojihelnik ABC o obsahu S a jeho vnitini bod
M. Oznaéme po fadé A, Bi, Ci ty body stran BC, CA a AB, pro néz plati
MA,||AB, M B4||BC a MC1||CA. Priseéiky os tGse¢ek MA;, MB; a MC tvoii
vrcholy trojuhelniku o obsahu 7. Dokazte, ze plati S = 3T

Priklad 3. Je déna tsetka AC a na ni lezici bod B. Nad priméry AC' a AB
sestrojme kruznice. Tém sestrojme vnéjsi spolecnou tecnu, ktera se jich dotkne
v bodech P; a P,. Dokazte, Ze plati

|P1P2|? = |AB||BC|.

Priklad 4. Oznacme a, b, ¢, d strany ¢tytthelnika ABCD. Ukazte, Ze thlopticky
¢tyrahelnika jsou kolmé pravé tehdy, kdyz plati

a2+ =+
Pokud je navic tento ¢tyituhelnik tecnovy, dokazte, ze plati ac = be.

Priklad 5. Je dén pravouhly trojuhelnik ABC s pravym thlem u vrcholu A.
Primér kruznice jemu vepsané oznacime d. DokazZte, ze plati

a+d=>b+c.

Priklad 6. Uvazme kruznici k a jeji primér AB. Zvolme na AB bod X a na
kruznici k£ libovolnou tétivu C'D rovnobéZznou s AB. Dokazte

| XA? +|XB]* = |XC|* + |X D%
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Priklad 7. Na strané AB rovnostranného trojuhelnika ABC zvolme bod D. Se-
strojme rovnostranné trojuhelniky ADE a BDF tak, Zze body E a F' lezi v opacné
poloroviné uréené piimkou AB nez bod C. Dokazte, Ze stfedy trojuhelnikia ABC),
ADFE a BDF tvofi rovnostranny trojihelnik.

Piiklad 8. Bud ABC trojuhelnik takovy, ze |C A| # | AB|. Potom pfimka spoju-
jici stied T, strany BC se stfedem I kruZnice vepsané protina vysku jdouci vrcho-

lem A v bodé, ktery mé od tohoto vrcholu vzdalenost rovnou poloméru kruZnice
vepsané. Dokazte.

Priklad 9. V AABC je I stied kruznice vepsané, M stied strany AC a N stied
oblouku AC kruznice opsané (toho, co obsahuje B). Dokazte, ze

|<UMA| =|<INB|.
Pfiklad 10. (IMO 2005) Na stranich rovnostranného trojihelnika ABC' je zvo-
leno 6 bodt. Na strané a body Aj, Az, na strané b body Bj, B2 a na strané c
body C; a Cs. Tyto body tvoii vrcholy konvexniho Sestitihelnika jehoz strany maji
vSechny stejnou délku. Dokazte, ze pfimky Ay Bo, B1Cs a C1 Ay prochézeji jednim
bodem.

Podéitani tecen

Tvrzeni. Trojihelniku ABC' vepisme kruznici, kterd se dotkne jeho stran a, b
a ¢ postupné v bodech D, E a F. Délky usecek BD, CE a AF umime snadno
pak snadno vyjadiit pomoci délek a, b a c. Obdobna tvrzeni plati i pro kruznice
pripsané.

Priklad 1. Trojihelniku ABC pfipiSme kruznici ke strané a. Ta se strany a
dotkne v bodé D. Dokazte, Ze tisetka AD pili obvod trojihelnika.

Priklad 2. Na strané AB trojuhelnika ABC ozna¢me X bod dotyku s kruznici
vepsanou a Y bod dotyku s pfislusnou kruznici vepsanou. Ukazte, ze stied tsecky
XY je téz stiedem tsecky AB.

Priklad 3. Necht ABCD je te¢novy ¢tyrtuhelnik. Ukazte, ze kruznice vepsané
trojuhelnikim ABC a CDA maji vnéjsi dotyk.

Priklad 4. KruZnice, kterd prochézi vrcholy A a C trojuhelniku ABC protind
jeho strany BC' a AB po fadé v bodech A; a C;. Oznaéme déle P prusecik pfimek
AA; a CCh. Je-li étyfahelnik PCy BA; teénovy, je trojihelnik ABC rovnoramenny.
Piiklad 5. Ctyithelnik ABCD ma kolmé thlopiicky, které se protinaji v bodé
S. Oznac¢me po fadé I, I, I, a I; poloméry kruznic vepsanych trojahelniku ASB,
BSC,CSD a DSA. Dokazte, ze I,+1. = I+ 14 pravé tehdy, kdyz lze ¢tyithelniku
ABCD vepsat kruznice.
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Pocitani v tétivovém ctyiuhelniku

Véta. (Ptolemaiova) Pokud je ABCD tétivovy Ctyitihelnik s béZné oznacenymi
stranami a uhloprickami e, f plati

ac+bd =ef.

Cviceni. DokaZte opacnou implikaci.

Priklad 1. Na krat$im oblouku BC' kruznice opsané rovnoramennému (|AB| =
|AC|) trojthelniku ABC lezi bod X. Dokazte, ze plati

|AX| _ JAC|
|BX|+|CX| |BC|

Priklad 2. Na krats$im oblouku BC kruZnice opsané ¢tverci ABCD lezi bod X.
Ukazte, ze podil

|BX|+ |CX|

|AX|+ |DX]|

nezavisi na volbé bodu X.

Priklad 3. Na kratsim oblouku BC kruZnice opsané ¢tverci ABC'D lezi bod X.
Ukazte, ze plati

|AX|+|CX| |DX]|

|BX|+|DX| |AX]|

Priklad 4. Na kratsim oblouku BC' kruznice opsané pravidelného pétithelniku
ABCDE lezi bod X. Dokazte, ze plati

IXA|+|XD| = |XB| + |XC| + |XE|.

Priklad 5. Na krat$im oblouku BC' kruznice opsané pravidelného Sestitithelniku
ABCDEF lezi bod X. Dokazte, Ze plati

| XE|+|XF|=|XA|+|XB|+|XC| + |XD|.

Priklad 6. Zobecnéte predchozi tlohy na pravidelny n—thelnik.

11



Sbornik: Dolni Misecky 2008
Pocitani v trojahelniku
Priklad 1. V AABC vyjadfete délku téznice pomoci délek stran.
Priklad 2. Ukazte, ze v kazdém trojthelniku plati implikace a > b = t, < tp.
Priklad 3. Oznacéme G té8zisté trojuhelniku ABC. Dokazte
1

|AG|* + |BG|* + |CG|* = §(|AB|2 +|ACP? + |BCJ?).

Priklad 4. V AABC vyjadfete délku vysky pomoci délek stran.

Véta. (Stewartova) V AABC zvolime na AB bod D. Délku |CD| oznac¢ime d a
budeme ji chtit spocitat, vime-li délky tuseki |BD| = m a |AD| = n. To se ndm
podaii diky nasledujicimu vzorci

a’n + b*m = c(d® + mn).
Cviceni. Spoditejte pomoci Stewartovy véty délky téznic a os ihla v trojahelniku.
Zkuste téz spocitat délku spojnice vrcholu a tfetiny protéjsi strany.

Priklad 5. Ukazte, Ze soucet ¢tverct délek stran rovnobéznika je roven souctu
¢tvercu jeho uhlopricek.

Priklad 6. Rozdélme pfeponu AB pravouhlého trojihelnika ABC na tietiny AX,
XY a Y B. Dokazte, ze plati

CX|? +|CY]2 = g|AB|2.

D4 se tloha zobecnit na ¢tvrtiny, pétiny, ..., n-tiny?

Priklad 7. (Pro pocitavce) Naleznéte vSechny trojuhelniky, jejichz délky stran
tvori aritmetickou posloupnost, a zaroven i délky jejich téZnic tvori aritmetickou
posloupnost.

Priklad 8. Bud ABC trojtahelnik takovy, ze |CA| # |AB|. Potom pfimka spoju-
jici stred T, strany BC se stfedem I kruznice vepsané protina vysku jdouci vrcho-
lem A v bodé, ktery ma od tohoto vrcholu vzdalenost rovnou poloméru kruznice
vepsané. Dokazte.
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Specialitka na zavér

Véta. (Archimédova) Na kruznici k s prumérem AB lezi bod X. Na tsec¢ce X B
zvolme bod Y a vedme jim kolmici na X B, kterd protne k v bodé M. Pak plati,
Ze M je stfed oblouku AB préavé tehdy, kdyz | X A| + | XY| = |Y D|.

Priklad 1. Je dén AABC a M stied strany BC'. Na strané AB naleznéme bod
N takovy, ze |[<MNA| = g Dokazte, ze tisecka M N déli obvod trojuhelnika ABC
napul.

Priklad 2. (Caldbek) Necht ABC je pravouhly trojuhelnik s pravym dhlem pii
vrcholu C. Na stranidch AB a BC jsou zvoleny body M a N tak, ze MN||AC a

zaroven plati
|CN| _ JAC| _

INB|  |BC|
Ozna¢me O prusecik pfimek CM a AN. Na tsecce ON zvolme bod K tak, ze plati
|[MO|+|OK| = |KN|. Ozna¢me déle T priseéik kolmice k pfimce ON prochéazejici
bodem K s osou tthlu ABC. DokazZte, ze thel MT B je pravy.
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